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Ebben a szakaszban áttekintjük a szükséges Riemann-geometriai deníciókat és
tételeket bizonyítások nélkül.
Legyen M egy C∞-osztályú dierenciálható sokaság. Tegyük fel, hogy minden
P ∈ M pontjára a TPM érint®téren adott egy gP szimmetrikus pozitív denit
bilineáris forma. A gP formák együtt egy g formát alkotnak a TM érint®nyalá-
bon. Ha g az atlaszhoz tartozó koordinátázásra nézve sima, akkor az (M, g) párt
Riemann-sokaságnak, a g függvényt Riemann-metrikának nevezzük. Általában
g(v,w) helyett egyszer¶en csak 〈v,w〉-t, a g(v,v) helyett pedig ‖v‖2-et írunk,
ahol v,w ∈ TPM érint®vektorok.







formulával deniáljuk, ahol a = a0 < a1 < . . . < ak = b olyan felosztás, hogy
c az (ai−1, ai) intervallumokon C1. Ha M összefügg®, akkor két P,Q ∈ M pont
távolságát a P -t Q-val összeköt® folytonos és szakaszonként C1 görbék hosszának
inmumaként deniáljuk, és d(P,Q)-val jelöljük. Belátható, hogy d metrika, és
az M sokaság eredeti topológiáját indukálja.
Ha N ⊂ M egy részsokaság egy (M, g) Riemann-sokaságban, akkor adódik
egy természetes gN Riemann-metrika az N -en: a g metrika N -re való megszorí-
tása, azaz gN(v,w) := g(v,w) minden v,w ∈ TPN < TPM -re. Az (N, gN) párt
az (M, g) Riemann-részsokaságának nevezzük. Ha P,Q ∈ N ⊂ M a részsoka-
ság pontjai, akkor az ®ket összeköt® görbéket tekinthetjük az N , illetve az M
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sokaságban is, az így adódó távolságokra a dN(P,Q), illetve a dM(P,Q) jelölést
használjuk. Ezek általában nem egyeznek meg, közöttük a dM(P,Q) ≤ dN(P,Q)
egyenl®tlenség áll fenn.
Az (M1, g1) és az (M2, g2) Riemann-sokaságok közti f dieomorzmust akkor
nevezzük izometriának, ha g1 = f ∗g2 teljesül. Ekkor f nyilvánvalóan távolságtartó
is: d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q) minden P,Q ∈M1 pontra.
Jelölje B(P, r) a P középpontú r sugarú nyílt gömböt, azaz a P -t®l kisebb,
mint r távolságra lev® pontok halmazát abban a térben, ahol a P pont fekszik
(akár egy Riemann-sokaságban, akár az euklideszi térben). A B(P, r) gömb le-
zártjára a B(P, r), míg a határára a Σ(P, r) jelölést használjuk. Az n dimenziós
euklideszi térben fekv® Σ(0n, 1) egységgömbfelület (n − 1) dimenziós térfogatát
ωn−1-gyel jelöljük.
Az M -en értelmezett sima vektormez®k terét X(M)-mel jelöljük.
1.1. deníció. Egy M dierenciálható sokaságon a ∇ konnexió egy olyan
∇ : X(M)× X(M)→ X(M)
leképezés, mely minden X, Y ∈ X(M) vektormez®re és f ∈ C∞(M) sima függ-
vényre eleget tesz a következ® feltételeknek (∇(X, Y ) helyett általában ∇XY -t
írunk):
(i) mindkét változójában R-lineáris,
(ii) ∇fXY = f∇XY ,
(iii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY .
A (ii) feltételb®l következik, hogy ∇XY egy P ∈ M -beli értékéhez az X vek-
tormez®t elegend® csak a P pontban ismerni, így egy v ∈ TPM érint®vektor
esetén értelmezhet® a ∇vY ∈ TPM érint®vektor. Ha egy ∇ konnexióra a
∇XY −∇YX = [X, Y ]
feltétel is teljesül, akkor azt mondjuk, hogy ∇ torziómentes vagy szimmetrikus.
Egy (M, g) Riemann-sokaságon adott ∇ konnexiót akkor nevezzük a g Riemann-
metrikával kompatibilisnek, ha fennáll az
X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)
egyenl®ség minden X, Y, Z sima vektormez®re.
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1.2. Riemann-geometria alaptétele. Egy (M, g) Riemann-sokaságon ponto-
san egy olyan torziómentes konnexió létezik, mely a g Riemann-metrikával kom-
patibilis. Ezt a konnexiót az (M, g) Levi-Civita-konnexiójának nevezzük.
EgyM Riemann-sokaság∇ Levi-Civita-konnexiójából egyM ′ ⊂M Riemann-
részsokaság ∇′ Levi-Civita-konnexióját mer®leges vetítéssel kaphatjuk. Ehhez az
X ′, Y ′ ∈ X(N) vektormez®ket ki kell terjeszteni M -re X, Y ∈ X(M) vektorme-
z®kké, és ekkor
∇′X′(Y ′)(P ) = proj(∇X(Y )(P )),
ahol a proj : TPM → TPN az érint®terek közti mer®leges vetítés.
Egy ∇ konnexiót egy ϕ térképen elegend® megadni a ϕ-hez tartozó ∂ϕ1 , . . . , ∂ϕn










felírásban szerepl® Γkij együtthatókat a ∇ konnexió ϕ-re vonatkozó Christoel-
szimbólumainak nevezzük. Egy ∇ konnexió
R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M)
görbületi tenzorát az
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
formulával deniáljuk. Belátható, hogy ez valóban tenzor, azaz egy adott P pont-
ban az értéke csak az X, Y, Z vektormez®k P -beli értékét®l függ.
Egy x ∈ TPM érint®vektor Rx : TPM → TPM Jacobi-operátora az a lineáris
leképezés, melyet az Rx(y) = R(y,x)x formula deniál. Az Rx Jacobi-operátor
az x⊥ = {y ∈ TPM | 〈x,y〉 = 0} alteret önmagára képezi le. Ismert, hogy az
y, z 7→ 〈Rx(y), z〉 tenzor szimmetrikus, vagyis a Jacobi-operátor önadjungált, és
így a mátrixa egy ortonormált bázisban szimmetrikus.
Egy γ : [a, b] → M görbe menti vektormez®n egy olyan X : [a, b] → TM sima
leképezést értünk, melyre X(t) ∈ Tγ(t)M minden t ∈ [a, b]-re. A ∇γ′ kovariáns
deriválást lehet értelmezni egy γ menti X vektormez®n is, és ilyenkor a ∇γ′(t)X
jelölés helyett gyakran használjuk az X ′(t) jelölést. Egy γ : [a, b]→ M sima gör-
be mentén az X vektormez®t akkor mondjuk párhuzamosnak, ha ∇γ′X = 0. Ha
adott egy x ∈ Tγ(a)M érint®vektor, akkor egyértelm¶en létezik olyan X γ menti
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párhuzamos vektormez®, melyre X(a) = x. Ezen állítás segítségével deniáljuk a
Πγ : Tγ(a)M → Tγ(b)M párhuzamos eltolást, mely egy x ∈ Tγ(a)M érint®vektorhoz
a megfelel® X γ menti vektormez® b-ben felvett X(b) érint®vektorát rendeli. Egy
Riemann-sokaságon a Levi-Civita-konnexió mellett a görbék menti párhuzamos
eltolás egy ortogonális transzformáció. Egy γ : [a, b] → M görbét geodetikusnak
nevezünk, ha a γ′ vektormez® párhuzamos γ mentén, azaz∇γ′γ′ = 0. Egy γ geode-
tikusra a ‖γ′(t)‖ norma állandó a görbe mentén. Ha ez érték 1, akkor természetes
paraméterezés¶ vagy ívhossz szerint paraméterezett geodetikusnak mondjuk.
Minden v ∈ TPM érint®vektorra egyértelm¶en létezik az a γv : (av, bv)→ M
geodetikus, melyre γv(0) = P , γ′v(0) = v és az (av, bv) intervallum maximális
(av = −∞ és bv =∞ értékeket is megengedve). Tekintsük az
Ω = {v ∈ TM | γv(1) értelmezve van} ⊆ TM
nyílt halmazt, és ezen értelmezzük az exp: Ω → M exponenciális leképezést az
exp(v) = γv(1) képlettel. Az exponenciális leképezés TPM ∩ Ω-ra való megszo-
rítására az expP jelölést használjuk. Az expP leképezés dieomorzmust létesít
0 ∈ TPM egy környezete és P egy U környezete között. Ekkor az U környezeten az
exp−1P egy térképet deniál, melyet normális térképnek vagy normális koordináta-
rendszernek nevezünk. A normális térképen a P pontban a Riemann-metrika mát-
rixa az identitás, a Christoel-szimbólumok pedig elt¶nnek (a térképhez tartozó
bázisban).
1.3. Gauss-lemma. Ha r olyan kicsi, hogy B(0, r) ⊆ TPM gömb egy környezetén
az expP leképezés dieomorzmus, akkor az expP (Σ(0, r)) hiperfelület mer®leges
az összes P -b®l induló geodetikusra.
Minden P pontnak van olyan U nyílt környezete, melynek minden Q ∈ U
pontjára egyértelm¶en létezik a P -t és Q-t összeköt® U -beli γ geodetikus, és
ívhossza megegyezik a P és Q pontok távolságával. Általában egy geodetikust
minimálgeodetikusnak nevezünk, ha bármely két pontja között a távolság éppen
a megfelel® ívének az ívhossza. Ha a P és a Q pontokat egyértelm¶en tudjuk
összekötni minimálgeodetikussal, akkor legyen γPQ : [0, d(P,Q)]→ M az az ®ket
összeköt® természetes paraméterezés¶ minimálgeodetikus, melyre γPQ(0) = P .
Ha γPQ deniált, akkor [P,Q] jelöli a γPQ képét M -ben. Ha a P,Q pontok egy
N ⊆ M részsokaságban fekszenek, akkor a γNPQ és a γMPQ jelöléseket használjuk
annak jelzésére, hogy melyik sokaságban tekintjük a geodetikusokat. Egy D ⊆M
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halmazt geodetikusan konvexnek nevezünk, ha bármely P,Q ∈ D pontok egyér-
telm¶en köthet®ek össze minimálgeodetikussal, és ez az ív D-ben fekszik.
1.4. tétel. Legyen (M, g) egy összefügg® Riemann-sokaság. A következ® állítások
ekvivalensek:
1. Az M geodetikusai korlátlanul meghosszabíthatóak.
2. Az exponenciális leképezés az egész TM-en értelmezve van.
3. Van egy olyan P ∈ M pont, melyre az expP az egész TPM-en értelmezve
van.
4. Ha egy M-beli részhalmaz korlátos és zárt, akkor kompakt.
5. Van olyan ε > 0, hogy bármely P ∈M-re a B(P, ε) zárt gömb kompakt.
6. M mint metrikus tér teljes (azaz a Cauchy-sorozatok konvergensek).
Ha egy Riemann-sokaságra a fentiek bármelyike fennáll, akkor a sokaságot
(geodetikusan) teljesnek nevezzük. Általában ezt a tulajdonságot feltesszük a
szóban forgó Riemann-sokaságokról.
1.5. HopfRinow-tétel. Egy összefügg® teljes Riemann-sokaság bármely két
pontja összeköthet® minimálgeodetikussal.
Két v,w ∈ TPM érint®vektor szögét a Riemann-metrika által meghatározott







Három A,B,C ∈ M pont szögét a γ′BA(0) és a γ′BC(0) érint®vektorok szögeként
deniáljuk, azaz
ABC∠ = arccos(〈γ′BA(0), γ′BC(0)〉),
feltéve, hogy a γBA és γBC geodetikusok (egyértelm¶en) léteznek.
Ha a γ természetes paraméterezés¶ minimálgeodetikus γ(a) = P és γ(b) = Q
pontját (a < b) folytonosan elmozgatjuk a p(t) és a q(t) görbék mentén (p(0) = P







= 〈γ′(b), q′(0)〉 − 〈γ′(a), p′(0)〉.
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Egy γ : [a, b]→M geodetikus variációján a Γ: (−ε, ε)× [a, b]→M sima leké-
pezést értjük, melyre Γ(0, t) = γ(t) minden t ∈ [a, b]-re. Ha minden s ∈ (−ε, ε)-ra
a t 7→ Γ(s, t) görbe egy geodetikus, akkor Γ-t geodetikus variációnak nevezzük.
Ebben az esetben a JΓ(t) = ∂1Γ(0, t) γ menti vektormez®t Jacobi-mez®nek nevez-
zük. Egy γ : [a, b] → M geodetikus menti J vektormez® pontosan akkor Jacobi-
mez®, ha kielégíti a J ′′ + R(J, γ′)γ′ = 0 Jacobi-féle dierenciálegyenletet. Ebb®l
egyszer¶en következik, hogy ha rögzítjük a γ : [a, b] → M geodetikust és egy
t ∈ [a, b] számot, akkor a γ menti J Jacobi-mez®t egyértelm¶en meghatározzák a
J(t) és J ′(t) érint®vektorok. A dierenciálegyenletb®l az is nyilvánvaló, hogy a γ′-
vel párhuzamos Jacobi-mez®k J(t) = (at+ b)γ′(t) alakúak, ahol a és b tetsz®leges
valós számok.
A Jacobi-mez®k segítségével meg tudjuk adni az expP exponenciális leképezés
deriváltját egy v ∈ TPM pontban (a szokásos TvTPM ∼= TPM azonosítással):
Tv expP (w) = J(1), ahol J az a t 7→ expP (tv) geodetikus menti Jacobi-mez®,
melyre J(0) = 0 és J ′(0) = w. Egy γ geodetikus γ(0) = P és γ(1) = Q pontját
konjugáltnak nevezzük a γ mentén, ha van olyan J Jacobi-mez® a γ mentén,
melyre J(0) = J(1) = 0, de J nem azonosan 0. A Q pont pontosan akkor
konjugált P -hez valamely γ geodetikus mentén, ha a Q pont az expP leképezésnek
szinguláris értéke.





〈X ′(t), X ′(t)〉 − 〈R(X(t), γ′(t))γ′(t), X(t)〉 dt
kvadratikus leképezést. Err®l szól a következ® lemma.
1.6. Indexlemma ([14]). Legyen X egy γ : [a, b]→M geodetikus menti sima, γ-
ra mer®leges vektormez®, melyre X(a) = 0, és tegyük fel, hogy a γ(a)-hoz nincsen
konjugált pont γ mentén. Legyen J az a γ menti Jacobi mez®, melyre J(a) = 0 és
J(b) = X(b). Ekkor fennáll a q(J) ≤ q(X) egyenl®tlenség, és egyenl®ség pontosan
az X = J esetben van.
Egy V vektortér k dimenziós alterein bevezethet® egy sokaságstruktúra. Ezt
a sokaságot a V vektortér k-adik Grassman-sokaságának nevezzük, és a Gr(k, V )
jelölést használjuk rá. A Gr(1, V ) sokaság a V -hez asszociált P(V ) projektív tér.
Egy M sokaság érint®tereinek Gr(k, TPM) Grassmann-sokaságai (P ∈ M) egy
Grk(TM) sokasággá állnak össze a TM érint®nyaláb konstrukciójához hasonlóan.
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A Gr(k, V ) ↪→ P(∧kV ) Plücker-beágyazást a span{v1, . . . ,vk} 7→ R(v1∧ . . .∧vk)
leképezéssel deniáljuk.
Egy M Riemann-sokaság K szekcionális görbületi függvényét a Gr2(TM) so-
kaságon értelmezzük. Ha σ < TPM egy kétdimenziós altér, melyben az x és y
érint®vektorok egy bázist alkotnak, akkor a σ sík szekcionális görbületét a
K(σ) =
〈R(x,y)y,x〉
‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x,y〉2
formulával deniáljuk (a jobb oldal független az x,y bázis választásától).
Egy (M, g) Riemann-sokaságban tekintsünk egy Σ ⊂M hiperfelületet. Ekkor
a Σ-n a g Riemann-metrika g′ megszorítását nevezzük a felület els® alapformá-
jának. Jelölje ∇,∇′ az M , illetve a Σ Levi-Civita-konnexióját. Válasszunk Σ-n
egy N egységnormális mez®t, azaz egy olyan M -beli vektormez®t, mely minden
pontban mer®leges a hiperfelületre, és egységnyi hosszú. Ekkor ha X, Y ∈ X(Σ)
vektormez®k, melyeknek X̃, Ỹ egy kiterjesztése M -re, akkor a ∇X̃ Ỹ vektormez®t
felbonthatjuk TPΣ-val párhuzamos és rá mer®leges komponensekre:
∇X̃ Ỹ = ∇
′
XY + b(X, Y )N,
ahol a b : X(Σ) × X(Σ) → R függvényt a hiperfelület második alapformájának
nevezzük. Az els® és a második alapformára gyakran használjuk az I, illetve a II
jelöléseket. Mivel mindkett® szimmetrikus bilineáris forma és I nemelfajuló, így
minden P ∈ Σ pontban létezik egy LP : TPΣ→ TPΣ önadjungált leképezés, mely-
re IIP (v,w) = IP (v, LP (w)) minden v,w ∈ TPΣ-ra. Az így adódó L : TΣ→ TΣ
operátort a hiperfelület Weingarten-operátorának vagy alakoperátorának nevez-
zük. Belátható, hogy LP (v) = −∇vN . A P -beli Weingarten-leképezés sajátérté-
kei a P -beli f®görbületek. Ezek számtani közepét Minkowski- vagy középgörbület-
nek nevezzük, melyet megkaphatunk LP nyomából: H(P ) =
trLP
n−1 .
Legyen Ω ⊆ Rn−1 egy nyílt paramétertartomány, ekkor az r : Ω → Mn si-
ma leképezést egy sima paraméterezett hiperfelületnek hívjuk, melyr®l feltesszük,
hogy injektív, és hogy reguláris, ami azt jelenti, hogy a deriváltjai minden pont-
ban lineárisan függetlenek. Válasszunk egy N egységnormális mez®t a Σ = r(Ω)
hiperfelületen. A P = r(x) pontban a v =
∑n−1
i=1 v




érint®vektorok els® és a második alapformáját a következ® képletekkel kapjuk:






Egy Mn Riemann-sokaság D részhalmazát reguláris tartománynak nevezzük,
ha minden P ∈ ∂D határpontnak van olyan U környezete, amin van egy olyan
ϕ : U → Rn térkép, melyre ϕ(P ) = 0 és ϕ(U ∩D) = ϕ(U) ∩Hn, ahol Hn az Rn
azon féltere, melyet az xn ≥ 0 koordinátaegyenl®tlenség deniál.
Egy (M, g) Riemann-sokaságon a g Riemann-metrika indukál egy térfogati
formát is, melyet µ-vel fogunk jelölni.
1.2. Speciális Riemann-sokaságok
Az értekezésben többféle speciális Riemann-sokaság szóba kerül, ezek denícióit,
és ekvivalens jellemzéseit írjuk le ebben a szakaszban.
Ha egy M sokaság K szekcionális görbületi függvénye konstans a Gr2(TM)-
en, akkor a sokaságot állandó szekcionális görbület¶nek, vagy röviden csak állandó
görbület¶nek nevezzük. Az egyszeresen összefügg®, állandó görbület¶ tereket osz-
tályozza a következ® tétel.
1.7. tétel. Egy (Mn, g) állandó κ görbület¶ összefügg®, egyszeresen összefügg®,
teljes Riemann-sokaság izometrikus
1. κ > 0 esetén az Snκ = (Sn, gκ) gömbi térrel, ahol gκ a standard gömbi metrika
1/κ-szorosa;
2. κ = 0 esetén az (En, g0) euklideszi térrel, ahol g0 a standard euklideszi
metrika;
3. κ < 0 esetén a Hnκ = (Hn, gκ) hiperbolikus térrel, ahol gκ a standard hiper-
bolikus metrika −1/κ-szorosa.
Ezen állandó görbület¶ terek r sugarú geodetikus gömbjei κ ≤ 0 esetén mindig
geodetikusan konvexek, míg κ > 0 esetén pontosan akkor, ha az r sugár kisebb,




). Ha egy M állandó gör-
bület¶ tér egyik TPM érint®terében veszünk egy σ lineáris alteret, akkor annak
az exponenciális leképezésnél vett N = expP (σ) képe szintén állandó görbület¶
sokaság, és bármely két pontját összeköt® M -beli geodetikus N -ben halad, így az
N -beli pontok közti távolságok megegyeznek az N -ben és az M -ben.
A koszinusztétel általánosítható az egyszeresen összefügg® állandó görbület¶
sokaságokra is.
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1.8. Koszinusztétel. Ha egy egyszeresen összefügg®, κ állandó görbület¶ soka-
ságon lev® háromszög oldalai a, b, c, és az a oldallal szemben α szög van, akkor:































κ = 0 esetén a2 = b2 + c2 − 2ab cos(α);































Két egyszer¶ következménye van a koszinusztételeknek:
1.9. állítás. Ha az A1B1C1 és az A2B2C2 háromszögek állandó κ1, illetve κ2
görbület¶ egyszeresen összefügg® sokaságban fekszenek, ahol κ1 < κ2, továbbá
d(A1, B1) = d(A2, B2), d(A1, C1) = d(A2, C2) és B1A1C1∠ = B2A2C2∠, akkor
d(B1, C1) > d(B2, C2).
A másik következményt szokás ollótételnek is nevezni.
1.10. Ollótétel. Ha adottak az A1B1C1 és A2B2C2 háromszögek egy egysze-
resen összefügg® állandó görbület¶ sokaságon, melyekre d(A1, B1) = d(A2, B2),
d(A1, C1) = d(A2, C2) és B1A1C1∠ ≤ B2A2C2∠, akkor d(B1, C1) ≤ d(B2, C2).
Érdekes állandó görbület¶ tér még az RPnκ elliptikus tér is, melyet a szokásos
Sn → RPn faktorizálással kaphatunk az Snκ gömbi térb®l.
EgyM Riemann-sokaság homogén, ha bármely két P,Q ∈M pontjához létezik
egy olyan f : M → M izometria, melyre f(P ) = Q. Egy M Riemann-sokaságot
akkor nevezünk kétponthomogénnek, ha minden olyan (P1, P2) és (Q1, Q2) pont-
párra, melyekre d(P1, P2) = d(Q1, Q2) teljesül, van olyan f : M → M izometria,
melyre f(P1) = Q1 és f(P2) = Q2.
Egy P ∈M pont esetén legyen a V a 0 ∈ TPM -nek egy olyan 0-ra szimmetri-
kus környezete, hogy az expP leképezés dieomorzmust létesít V és U = expP (V )
között. Ekkor a P pontra vonatkozó lokális geodetikus tükrözést az U környeze-
ten az expP (v) 7→ expP (−v) képlettel deniáljuk. Ha ezt az egész sokaságon
tudjuk deniálni, akkor globális geodetikus tükrözésnek mondjuk. Egy Riemann-
sokaságot szimmetrikusnak nevezünk, ha minden pontra értelmezhet® a globális
geodetikus tükrözés, és ezek izometriák. Minden szimmetrikus tér teljes és homo-
gén.
Egy P ∈ M pontban a RicP : TPM × TPM → R Ricci-görbületet a görbületi
tenzor nyomaként deniáljuk:
RicP (x,y) = tr(z 7→ R(z,x)y).
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Ez kiterjeszthet® egy Ric tenzormez®vé a sokaságon. Azokat az (M, g) Riemann-
sokaságokat, melyeknél a Ric = λg feltétel fennáll, Einstein-sokaságoknak nevez-
zük. Ezzel ekvivalens, hogy a Jacobi-operátor tr(Rx) nyoma állandó az egység-
hosszú x érint®vektorokon. Minden 2 vagy 3 dimenziós Einstein-sokaság állandó
görbület¶. A következ® tételt használni fogjuk az Einstein-sokaságokról.
1.11. KazdanDeTurck-tétel ([4, 25]). Egy (M, g) Einstein-sokaságon a g
metrika analitikus a normális koordinátákban.
Az Einstein-sokaságok általánosításaként vezették be a k-stein sokaságok fo-





függ az x egységhosszú érint®vektortól. Egy Riemann-sokaságot Ossermannak
nevezünk, ha minden k-ra k-stein. Carpenter, Gray és Willmore [13] osztályozta
azokat a szimmetrikus tereket, melyek egy adott k-ra k-steinek. Az eredményük-
b®l következik, hogy egy szimmetrikus tér pontosan akkor Osserman, ha lokálisan
kétponthomogén.
Az s : M → R skalárgörbület a Ricci-tenzor Riemann-metrikára vonatkozó
nyoma, azaz, ha e1, . . . , en ∈ TPM egy ortonormált bázis a P pontban, akkor
s(P ) =
∑n
i=1 RicP (ei, ei). Ha az s függvény konstans az M sokaságon, akkor
M -et állandó skalárgörbület¶nek mondjuk. Könnyen meggondolható, hogy egy
kétdimenziós állandó s skalárgörbület¶ sokaság állandó s/2 szekcionális görbület¶.
Az is nyilvánvaló, hogy minden Einstein-sokaság állandó skalárgörbület¶.
A következ®kben a harmonikus terek ekvivalens jellemzéseit szeretnénk meg-
adni. Ehhez szükségünk van néhány denícióra. Egy f ∈ C∞(M) sima függvény
Hess(f) : X(M)× X(M)→ C∞(M) Hesse-formáját a
Hess(f)(X, Y ) = X(Y (f))−∇XY (f)






ahol e1, . . . , en egy ortonormált rendszer a P pontban. Egy f ∈ C∞(M) függ-
vényt akkor nevezünk harmonikusnak, ha 4(f) = 0 teljesül rá. Szükségünk lesz
a távolságfüggvényb®l képezett ΩP (Q) = 12d
2(P,Q) függvényre is. Egy függvényt
radiálisnak mondunk, ha csak egy adott ponttól való távolságtól függ. Egy ϕ
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térképen deniálhatjuk a Θϕ =
√
det(gij)ni,j=1 függvényt (részletesen lásd a Ki-







formulával deniáljuk, ahol dσ jelöli a gömbfelületre megszorított g Riemann-







formulával deniáljuk. Egy (Mn, g) Riemann-sokaságot akkor nevezünk harmo-
nikusnak, ha a következ® ekvivalens állítások közül valamelyik teljesül rá (lásd
a [2] könyv 2.6. szakaszát és a [37] cikk 1.1. lemmáját).
1.12. tétel. A következ® állítások ekvivalensek egy (M, g) Riemann-sokaságra.
1. Minden P ∈ M pontnak van olyan normális környezete, ahol a 4u = 0
Laplace-egyenletnek van olyan valós, nemkonstans megoldása, mely radiális
és r 6= 0-ra analitikus.
2. Minden P ∈ M pontra a P középpontú ϕ normális koordináta-rendszerben
a Θϕ függvény radiális.
3. Minden P ∈M pontra a 4ΩP az ΩP függvénye.
4. Az M minden elegend®en kicsi geodetikus gömbfelülete állandó középgörbü-
let¶.
5. Az M minden elegend®en kicsi geodetikus gömbfelülete állandó skalárgörbü-
let¶ (feltéve, hogy M dimenziója legalább 3).
6. Minden P ∈ M pontra, elegend®en kicsi r ∈ R+ számra és a B(P, r) egy
környezetén értelmezett f harmonikus függvényre Mrf(P ) = f(P ).
7. Minden P ∈ M pontra, elegend®en kicsi r ∈ R+ számra és a B(P, r) egy
környezetén értelmezett f harmonikus függvényre Mrf(P ) = Lrf(P ).
8. Minden f sima függvényre és r elég kicsi számra Mr(4f) = 4Mr(f).
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Az értekezésben a harmonikus terek jellemzésére a 4. állítást használjuk, így
azt tekinthetjük a harmonikus terek deníciójaként. Ismert még, hogy minden
harmonikus tér Einstein ([3]).
Az 1.12. tétel 4. állításából látszik, hogy a kétponthomogén terek harmoni-
kusak. A Lichnerowicz-sejtés azt jósolta, hogy ez visszafelé is igaz, azaz a har-
monikus terek kétponthomogének (bár André Lichnerowicz ezt a sejtést csak 4
dimenzióban fogalmazta meg, ezzel a névvel hivatkoznak erre a sejtésre). Szabó
I. Zoltán kompakt univerzális fed®ter¶ sokaságokra bebizonyította ezt a sejtést
a [37] cikkében, melyben egy fontos lépés volt annak a bizonyítása, hogy a har-
monikus tereket jellemzi az 1.12. tétel 8. állítása. Kés®bb Ewa Damek és Fulvio
Ricci ([24]) konstruáltak olyan harmonikus tereket, melyek nem kétponthomogé-
nek, ezeket DamekRicci-tereknek nevezzük.
Egy (M, g) Riemann-sokaságot akkor nevezünk D'Atri-térnek, ha a lokális
geodetikus tükrözések térfogattartóak. Egy Riemann-sokaság P és Q pontjaira
jelölje hP (Q) a Σ(P, d(P,Q)) gömbfelület Q-beli középgörbületét. Ezen jelöléssel
megfogalmazhatjuk a D'Atri-terek ekvivalens jellemzéseit.
1.13. tétel ([2, 32]). Egy (M, g) analitikus Riemann-sokaságra a következ® állí-
tások ekvivalensek:
1. M D'Atri-tér;
2. hP (Q) = hQ(P ) minden elég közeli P,Q ∈M pontokra;
3. hP (expP (v)) = hP (expP (−v)) minden P ∈ M pontra és elég kicsiny nor-
májú v ∈ TPM érint®vektorra;
4. hexpP (v)(P ) = hexpP (−v)(P ) minden P ∈ M pontra és elég kicsiny normájú
v ∈ TPM érint®vektorra.
Az els® három állítás ekvivalenciájának a bizonyítását a Kiegészítésben meg-
adjuk, a negyediket nem fogjuk használni. A D'Atri-terekr®l többet a [30] könyv-
fejezetben olvashatunk.




Mivel az értekezés témájának a motivációját a KneserPoulsen-sejtés adta, így
err®l is ejtünk pár szót. Az itt hivatkozott cikkeken kívül a [6] könyv 5. fejezetében
és az [5] cikkben olvashatunk b®vebben a sejtésr®l, és az elért eredményekr®l.
1954-ben Ebbe Thue Poulsen [36] és 1955-ben Martin Kneser [29] egymástól
függetlenül fogalmazták meg azt a sejtést, hogy ha az euklideszi térben egybevágó
gömböket úgy rendezünk át, hogy a középpontjaik távolsága nem n®, akkor az
uniójuk térfogata sem n®het, azaz
1.14. sejtés. Ha P1, . . . , Pk és Q1, . . . , Qk olyan pontok az En euklideszi térben,
melyekre d(Pi, Pj) ≥ d(Qi, Qj) teljesül minden 1 ≤ i < j ≤ k-ra, akkor tetsz®leges














Fontos speciális eset, mikor a gömböket folytonosan mozgatjuk, azaz lé-
teznek olyan γi : [0, 1] → En folytonos függvények (i = 1, . . . , k-ra), melyekre
γi(0) = Pi és γi(1) = Qi, továbbá ‖γi − γj‖ monoton csökken® függvény minden
1 ≤ i, j ≤ k párra. Ezt a speciális esetet n = 2-re Bollobás Béla bizonyította
1968-ban ([9]). 1995-ben Csikós Balázs ([15]), majd 1998-ban t®le függetlenül és
más módszert használva Marshall Bern és Amit Sahai ([1]) általánosították ezt
az eredményt különböz® sugarú körökre (azaz az r sugár függhet i-t®l). A [16]
cikkben Csikós Balázs kiterjesztette ezt az állítást tetsz®leges n dimenzióra. Ezek
az eredmények motiválják a következ® sejtést:
1.15. sejtés. Ha P1, . . . , Pk és Q1, . . . , Qk olyan pontok az En euklideszi térben,
melyekre d(Pi, Pj) ≥ d(Qi, Qj) teljesül minden 1 ≤ i < j ≤ k-ra, akkor tetsz®leges














Erre a sejtésre Mikhail Gromov adott bizonyítást a k ≤ n+ 1 feltétel mellett
már 1987-ben ([28]), nem csak az euklideszi, hanem a gömbi térben is. Így ez
az eredmény egy hasonló állítást bizonyít unió helyett metszetre is, de ekkor a
középpontoknak távolodniuk kell. Négy évvel kés®bb Pach János és Vasilis Ca-
poyleas bizonyították a KneserPoulsen-sejtés azon következményét, mely szerint
egy pontrendszer átlagszélessége a pontrendszer kontrakciójánál nem n®het ([12]).
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1995-ben Yehoram Gordon és Mathieu Meyer tovább általánosították a prob-
lémát tetsz®leges unióval és metszettel megkapható részekre (ebben az esetben
bizonyos gömbközéppontoknak közeledni, bizonyosoknak távolodniuk kell), és a
k ≤ n + 1 feltétel mellett bizonyítást is adtak valószín¶ségi módszerekkel ([26]).
1999-ben Csikós Balázs ezt az eredményt a folytonos mozgatás esetére is bizo-
nyította ([17]) nem csak az euklideszi, hanem a gömbi és a hiperbolikus terekben
is. Megjegyezzük, hogy ez általánosítja Gordon és Meyer eredményét, hiszen az
n dimenziós térben bármely n + 1 pontot bármely n + 1 pontba át lehet vin-
ni folytonos mozgatással úgy, hogy a pontok közti távolságok monoton módon
változzanak.
2001-ben Robert Connelly és Bezdek Károly bebizonyította az 1.15. sejtést
az n = 2 esetben további feltételek nélkül ([7]). Két évvel kés®bb ugyanez a
szerz®páros bizonyította a sejtést a gömbi térben félgömbökre ([8]). 2006-ban
Csikós Balázs er®sítette a már említett, [17] cikkének eredményeit, belátta, hogy a
folytonos kontrakció létezését elegend® 2-vel magasabb dimenzióban megkövetelni
([18]). Az ebben a cikkben szerepl® két fontos formula közül az egyik Einstein-
sokaságokban is igaz.
Mivel a sejtés megfogalmazható tetsz®leges Riemann-sokaságon, az imént le-
írt eredmények felvetik, hogy a sejtés vajon igaz lehet-e a konstans görbület¶
tereknél általánosabb Riemann-sokaságokon is. Csikós Balázs és Moussong Gá-
bor 2006-ban megmutatta ([23]), hogy az elliptikus térben nem igaz a sejtés, még
akkor sem, ha folytonosan mozgatjuk a gömböket. Végül 2010-ben Csikós Balázs
és Kunszenti-Kovács Dávid azt is bizonyította ([22]), hogy az 1.15. sejtés nem
terjeszthet® ki az állandó görbület¶ tereknél általánosabb Riemann-sokaságokra.
Jelen értekezésben megmutatjuk, hogy még az 1.14. sejtés sem terjeszthet® ki.
1.4. A KPk tulajdonságok
Ebben a szakaszban deniáljuk az értekezésben vizsgált KPk és KP=k tulajdon-
ságokat, majd összefoglaljuk az ismert eredményeket az ilyen tulajdonságú soka-
ságokról.
Ha a KneserPoulsen-sejtés igaz egy Riemann-sokaságon, akkor az is igaz,
hogy gömbök uniójának a térfogata csak a gömbök sugaraitól és a középpontjaik
páronkénti távolságaitól függ. A következ® ismert állítás szerint unióról áttérhe-
tünk a metszetre.
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1.16. állítás. Egy Mn Riemann-sokaságon k geodetikus gömb uniójának a térfo-
gata pontosan akkor függ csak a gömbök sugaraitól és a középpontjaik páronkénti
távolságaitól, ha ugyanez a feltétel fennáll a metszetre.
A teljesség kedvéért a bizonyítást is megadjuk.
Bizonyítás. Ha bármelyik feltételt tudjuk k gömbre, akkor l < k gömbre is tudjuk,
hiszen nem követeljük meg, hogy a gömbök különböz®ek legyenek.
Tegyük fel, hogy a metszetre fennáll a feltétel. Ekkor k gömb uniójának a




















Látható, hogy a jobb oldalon csak a metszetek térfogata szerepel, így igaz a
feltétel az unióra is.
Most tegyük fel, hogy a feltétel az unióra áll fenn. A különböz® gömbök l ≤ k
száma szerinti indukcióval bizonyítunk. Az l = 1 eset nyilvánvaló. Tegyük fel,














































A jobb oldal az indukciós feltevés és az unióra tett feltétel szerint csak a gömbök
sugaraitól és a középpontok páronkénti távolságaitól függ, így igaz ez a bal oldalra
is, azaz a gömbök metszetének térfogatára.
Hasonló állítás fogalmazható meg azonos sugarú gömbökre is, a bizonyításban
nincsen különbség.
1.17. deníció. Azt mondjuk, hogy egy Riemann-sokaság rendelkezik a KPk
tulajdonsággal (k ∈ Z+), ha k geodetikus gömb metszetének a térfogata csak a
gömbök sugaraitól és a középpontjaik páronkénti távolságaitól függ.
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Az 1.16. állítás szerint ha egy Riemann-sokaságon igaz a KneserPoulsen-
sejtés különböz® sugarú gömbökre, akkor minden pozitív egész k-ra rendelkezik a
KPk tulajdonsággal. Az eredeti sejtésnek megfelel®en bevezethet® egy gyengébb
tulajdonság is:
1.18. deníció. Azt mondjuk, hogy egy Riemann-sokaság rendelkezik a KP=k
tulajdonsággal (k ∈ Z+), ha k azonos sugarú geodetikus gömb metszetének a tér-
fogata csak a gömbök közös sugarától és a középpontjaik páronkénti távolságaitól
függ.
Az eddigieket összefoglalva, az alábbi következtetések fennállnak:
KneserPoulsen-sejtés
k különböz® sugarú gömbre
⇒ KPk ⇒ KPk−1
⇓ ⇓ ⇓
KneserPoulsen-sejtés
k azonos sugarú gömbre
⇒ KP=k ⇒ KP=k−1.
Jelen értekezés f® célja az ilyen tulajdonságú Riemann-sokaságok jellemzése.
A KP1 és a KP=1 tulajdonság nyilván ugyanaz, és egyszer¶en csak azt je-
lenti, hogy egy geodetikus gömb térfogata csak a gömb sugarától függ. Ismert
a következ® aszimptotikus formula egy n dimenziós Riemann-sokaságban fekv®
geodetikus gömb térfogatára:











az n dimenziós euklideszi egységgömb térfogata, és s(P ) jelöli a skalár-
görbületet a P pontban. Ebb®l következik, hogy aKP1 tulajdonságú terek állandó
skalárgörbület¶ek (amib®l n = 2 esetén következik, hogy állandó görbület¶ a tér).
A KP1 tulajdonság nagyon hasonlít az Old°ich Kowalski és Lieven Vanhecke
által bevezetett gömbhomogén terek deníciójához ([31]). Egy Riemann-sokaság
gömbhomogén, ha a kicsi geodetikus gömbök térfogata csak a sugaruktól függ.
Ezeket a tereket sokan vizsgálták, lásd például a [10], [11], [27] cikkeket.
Szabó I. Zoltán a már említett [37] cikkében azt is megmutatta, hogy az
összefügg®, egyszeresen összefügg®, teljes harmonikus terek rendelkeznek a KP2
tulajdonsággal. Célunk volt ennek az állításnak a megfordítása. Ehhez egy olyan
formulát adunk, ami kissé metsz® tartományok metszetének térfogatára ad egy
aszimptotikát. Ennek alkalmazásával egyszer¶en kapjuk, hogy ha egy összefügg®,
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egyszeresen összefügg®, teljes Riemann-sokaság rendelkezik a KP2 tulajdonság-
gal, akkor harmonikus. A KP=2 tulajdonságból hasonlóan egyszer¶en következik,
hogy a sokaság Einstein (amib®l 2 és 3 dimenzióban következik, hogy a sokaság
állandó görbület¶). Azt is bebizonyítjuk, hogy egy szimmetrikus KP=2 tulajdon-
ságú Riemann-sokaság kétponthomogén. További számolásokkal megmutatjuk,
hogy egy KP=2 tulajdonságú összefügg®, egyszeresen összefügg®, teljes Riemann-
sokaság D'Atri-tér, majd ebb®l már azt is, hogy harmonikus, miközben kihasz-
náljuk, hogy egy KP=2 tulajdonságú Riemann-sokaság Einstein, és így a normális
koordinátákban a Riemann-metrika analitikus. Ezen eredmények a [19] és [20]
cikkekben vannak leírva.
Csikós Balázs és Kunszenti-Kovács Dávid [22] megmutatta, hogy ha egy össze-
függ®, teljes Riemann-sokaság rendelkezik a KP3 tulajdonsággal, akkor az az egy-
szeresen összefügg® állandó görbület¶ terek egyike. Ezt az állítást is célunk aKP=3
tulajdonságra er®síteni. A [21] cikk nyomán ehhez ponthármasok minimális fed®-
sugarát tekintettük, azaz azon r számok inmumát, melyre r sugarú geodetikus
gömbbel lefedhet® a ponthármas. Könnyen meggondolható, hogy egy KP=3 tulaj-
donságú sokaságban a háromszögek minimális fed®sugara csak az oldalhosszaktól
függ. Ehhez valójában a KP=3 tulajdonságból csak azt használjuk, hogy adott su-
gár és gömbközéppontok közti távolság mellett tudjuk, hogy a három gömb met-
szete üres-e vagy sem, a tényleges térfogatra nincsen szükségünk. Ezek után az
euklideszi egyenl® szárú derékszög¶ háromszögek analogonjait konstruáljuk meg
a Riemann-sokaságon, majd ezekre alkalmazzuk Rauch összehasonlítási tételének
egy alkalmasan módosított változatát. Így kapjuk, hogy egy KP=3 tulajdonságú
Riemann-sokaság állandó görbület¶.
A [22] cikkben szerepl® egyik állítás segítségével azt is könnyedén bebizonyít-
hatjuk, hogy egy összefügg®, teljes, KP=3 tulajdonságú Riemann-sokaság egy-
szeresen összefügg® állandó görbület¶ tér, azaz a gömbi, az euklideszi vagy a
hiperbolikus tér. Ebb®l következik, hogy még az eredeti KneserPoulsen-sejtést
(1.14. sejtés) sem lehet az állandó görbület¶ sokaságoknál általánosabb Riemann-
sokaságokra kiterjeszteni.
Mivel a KPk, illetve KP=k tulajdonságú sokaságok k > 3 esetén a KP
=
3 tulaj-
donsággal rendelkeznek, így az összefügg®ség és a teljesség feltétele mellett ezek
csak az egyszeresen összefügg® állandó görbület¶ terek lehetnek. Ezek a terek
viszont minden k ∈ Z+-ra rendelkeznek a KPk és a KP=k tulajdonságokkal.
Végül megjegyezzük, hogy ha egy normált térben a KP=2 tulajdonságot tesz-
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szük fel az egységgömbökre, akkor a tér euklideszi Mathieu Meyer, Shlomo Reisner




2.1. Aszimptotika alig metsz® tartományok met-
szetének térfogatára
Mivel két gömb metszetének a térfogatával szeretnénk számolni, így el®ször adunk
egy formulát, mely azt mutatja meg, hogy ha egy Riemann-sokaságban két érint-
kez® tartományt közelítünk egymáshoz, akkor a metszetük térfogata aszimptoti-
kusan hogyan növekszik.
Egy n dimenziósM Riemann-sokaságban tekintsük a D1 és D2 reguláris tarto-
mányokat, melyek egyetlen P pontban érintik egymást. Tegyük fel, hogy D1 kom-
pakt és jelölje Σ1 és Σ2 aD1 illetve aD2 határát. LegyenH : Σ1×(−τ, τ)→M egy
olyan izotópia, melyre H(Q, 0) = Q minden Q ∈ Σ1-re. Tetsz®leges t ∈ (−τ, τ)-ra
a Ht : Σ1 → M leképezést a Ht : Q 7→ H(Q, t) formulával deniáljuk, és legyen
Σt1 = Ht(Σ1). Ekkor tudjuk értelmezni a {Dt1 | |t| < τ} tartományok egyparamé-
teres családját, melyet az alábbi feltételek egyértelm¶en meghatároznak:
(i) D01 = D1;
(ii) Dt1 határa a Σ
t
1 hiperfelület;
(iii) bármely Q ∈M -re {t ∈ (−τ, τ) | Q ∈ intDt1} nyílt halmaz R-ben.
Tegyük fel, hogy az XP = ∂2H(P, 0) kezdeti sebesség nem nulla, és D2 belsejébe
mutat. Ekkor H-nak (P, 0)-ban nem szinguláris a deriváltja, és így a P -nek van
egy olyan W környezete a Σ1-ben és egy pozitív τ0 < τ , melyre a H-nak a
W = W×(−τ0, τ0)-ra való megszorítása dieomorzmusW ésH(W ) ⊂M , P egy
nyílt környezete között. Jelöljük a ∂t|W vektormez® H|W deriváltja általi képét
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2.1. ábra.
X-szel. Egy Q = H(Q, t0) pontban e vektormez® értéke X(Q) = ∂2H(Q, t0).
Világos, hogy X(P ) = XP és a W ⊂ Σ1 halmazt az X folyama által deformáljuk.
A Dt1 ∩D2 metszet térfogatára szeretnénk aszimptotikus formulát adni t < τ
kis pozitív értékeire.
Mivel D1 kompakt, P bármilyen U környezetéhez létezik egy olyan pozitív
τ ′ < τ , hogy Dt1 ∩ D2 ⊂ U minden |t| < τ ′-ra. Ez azt jelenti, hogy akárhogyan
választunk P egy környezetében térképet, t elég kis értékeire a metszet a térkép
értelmezési tartományában van, tehát ezt a térfogatot számolhatjuk egy térképen.
Célszer¶ olyan térképet választani, mely egyszer¶vé teszi a számolást. Válasszuk
a ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : U → V = ϕ(U) ⊂ Rn térképet a következ® tulajdonságokkal:
(i) ϕ(P ) = 0 ∈ Rn;
(ii) U ⊂ H(W ), és ϕ kiegyenesíti X-et, azaz X|U = −∂ϕn ;
(iii) TPΣ1 = TPΣ2-t a ∂
ϕ
1 (P ), . . . , ∂
ϕ
n−1(P ) vektorok feszítik ki;
(iv) V = B(0n−1, r)× (−c, c), c > 0;
(v) vannak olyan f1, f2 : B(0n−1, r)→ (−c, c) sima függvények, melyekre
Q ∈ D1 ∩ U ⇐⇒ ϕn(Q) ≥ f1(ϕ1(Q), . . . , ϕn−1(Q)) és
Q ∈ D2 ∩ U ⇐⇒ ϕn(Q) ≤ f2(ϕ1(Q), . . . , ϕn−1(Q)).
A D1∩D2 = {P}, (i), (iii) és (v) feltételekb®l következik, hogy f1(0) = f2(0) = 0,
df1(0) = df2(0) = 0, f1 − f2 ≥ 0 és f1 − f2 csak az origóban 0. Legyen A =
(aij)
n−1
i,j=1 és B = (bij)
n−1
i,j=1 az f1 és f2 origóbeli Hesse-mátrixa, az az (n−1)×(n−1)-
es mátrix, melynek elemei: aij = ∂i∂jf1(0) és bij = ∂i∂jf2(0).
Legyen Θϕ : U → R+ a Riemann-sokaság térfogati s¶r¶ségfüggvénye a ϕ tér-
képre vonatkozóan. Ezt kifejezhetjük Θϕ =
√
detG alakban, ahol a G = (gij)ni,j=1
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mátrix elemei a gij = 〈∂ϕi , ∂
ϕ
j 〉, azaz a Riemann-metrika komponensei a ϕ térképre
vonatkozóan.
2.1. tétel. A fenti jelöléseket használva tegyük fel, hogy A − B pozitív denit















Bizonyítás. Egy x ∈ Rn vektor koordinátáit jelöljük x1, x2, . . . , xn-nel, és vezessük
be az x̄ jelölést az (x1, . . . , xn−1) vektorra. Ahogy az el®bb észrevettük, ha t > 0





Egy rögzített r0 < r-re a B(0, r0) ⊂ B(0, r) gömb kompaktsága miatt léteznek
















(aij − bij)xixj ≥ c3‖x̄‖2. (2.4)
Ha r′0 ≤ r0, akkor a (2.3) egyenl®tlenség nyilvánvalóan igaz B(0, r′0)-ben is, ezért
az r0 értékét a c1, c2 és c3 választása után lecsökkenthetjük úgy, hogy a
4(c1 + c2)r0 < c3 (2.5)
egyenl®tlenség teljesüljön.
A −∂ϕn vektormez® által generált {Φt} folyam könnyen meghatározható U -
ban. Egy Q ∈ U pontra a Φt(Q) pontosan akkor van deniálva, és marad U -ban,
ha ϕn(Q)− c < t < ϕn(Q) + c, és ebben az esetben
ϕ(Φt(Q)) = (ϕ
1(Q), . . . , ϕn−1(Q), ϕn(Q)− t). (2.6)
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Innent®l feltesszük, hogy t > 0 elegend®en kicsi ahhoz, hogy ϕ(Dt1 ∩ D2) a
V0 = B(0, r0) × (−c, c) halmazban legyen. Ekkor a (2.2) egyenletben szerepl®
integrált a
∆t = ϕ(Dt1 ∩D2) = {x ∈ V0 | f1(x1, . . . , xn−1)− t ≤ xn ≤ f2(x1, . . . , xn−1)}

















































A ∆t− ⊂ ∆t ⊂ ∆t+ tartalmazások is nyilvánvalóan fennállnak.
A ∆t∗ euklideszi térfogatát kis t > 0 értékekre pontosan ki tudjuk számolni.
Mivel A−B pozitív denit szimmetrikus mátrix, van egy olyan (n−1)× (n−1)-
es invertálható M mátrix, melyre MT(A − B)M = 2I. Ekkor x̄ = M ȳ esetén
ȳTȳ = 1
2




























































Mivel detM = 2
(n−1)














Legyen ∆̄t+ a ∆
t
+ ortogonális vetülete Rn−1×{0}-ra. Egyszer¶en kapjuk, hogy
∆̄t+ ⊂
{




(aij − bij)xixj ≤ (c1 + c2) ‖x̄‖3 + t
}
.






















Adunk egy fels® becslést is a ∆t− és a ∆
t







sugarú gömbben van. Másfel®l a ∆t+ \ ∆t− metszete egy olyan
egyenessel, mely az n-edik koordinátavektorral párhuzamos, lefedhet® két inter-




. Így a térfogatok
különbsége∣∣Voln(∆t+)− Voln(∆t−)∣∣ = O (tn−12 ) ·O (t 32) = O (tn+22 ) .


































, míg |xn| nagysága O (‖x̄‖2) = O(t),





A Θϕ ◦ϕ−1 s¶r¶ségfüggvényt felírhatjuk Θϕ(ϕ−1(x)) = Θϕ(P ) +O(‖x‖) alak-
ban. A Θϕ ◦ ϕ−1 integrálja ∆t felett kis hibával közelíthet® a Θϕ(P ) konstans




























Ekkor a (2.1) bizonyítandó állítás már következik a (2.7) és a (2.8) egyenle-
tekb®l.





Legyen N a TPΣ1 = TPΣ2 egyik normálvektora. Tekintsük a hiperfelületek
N-re vonatkozó P -beli második alapformáit és Weingarten-leképezéseiket. A Σε
hiperfelület (ε ∈ {1, 2}) P egy környezetében paraméterezhet® az
rε : B(0n−1, r0)→M,
rε(x
1, . . . , xn−1) = ϕ−1(x1, . . . , xn−1, fε(x
1, . . . , xn−1))
leképezéssel. Ekkor a ∂jrε(u) = ∂
ϕ
j (rε(u)) + ∂jfε(u)∂
ϕ
n (rε(u)) parciális deriváltak
(j = 1, . . . , n − 1) a Trε(u)Σε egy bázisát adják minden u ∈ B(0n−1, r0) esetén.
Számoljuk ki a Σε els® és második alapformájának mátrixát ebben a bázisban
u = 0-ban.
Legyen G = (gij)ni,j=1 a Riemann-metrika mátrixa a ϕ-re vonatkozóan. Jelölje
Gε a Σε hiperfelület P -beli els® alapformájának mátrixát. Ennek elemei
〈∂irε(0), ∂jrε(0)〉 = 〈∂ϕi (P ), ∂
ϕ
j (P )〉 = gij(P ),
és így G1 = G2 egyenl® a G(P ) mátrix fels® (n−1)×(n−1)-es G részmátrixszával.
Geometriailag Θϕ(P ) =
√
detG(P ) a ∂ϕ1 (P ), . . . , ∂
ϕ
n (P ) által kifeszített parale-
lepipedon térfogata, míg
√
detG az els® n − 1 vektor által kifeszített lapjának
térfogata. A két térfogat hányadosa a paralelepipedonnak ehhez a laphoz tartozó
magassága, azaz |〈∂ϕn (P ),N〉| = |〈X(P ),N〉|, és így
Θϕ(P ) = |〈X(P ),N〉|
√
detG.
Legyen ∇ az M Levi-Civita-konnexiója, és Γkij a ϕ-re vonatkozó Christoel-



































Γnij(P ) + (∂i∂jfε)(0)
)
· 〈∂ϕn (P ),N〉 .






mátrixot. Ezekkel a jelölésekkel
B1 = −〈X(P ),N〉 · (C + A),
B2 = −〈X(P ),N〉 · (C +B).
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A Σε hiperfelület P -beli Lε Weingarten-leképezésének Lε mátrixát a Lε = G−1ε Bε
képlettel számolhatjuk ki. Így kapjuk, hogy





det (〈X(P ),N〉 · (B − A))
detG
=




Ezzel már koordinátamentesre átírhatjuk a 2.1. tételt. Ehhez felhasználjuk
még, hogy az A−B pontosan akkor pozitív denit, hogy ha a ±(L1 − L2) szim-
metrikus operátor sajátértékei pozitívak, ahol a ± a −〈X(P ),N〉 szám el®jele.
2.2. tétel ([19]). Tegyük fel, hogy a fenti jelölésekkel a ±(L1−L2) szimmetrikus


















2.2. Geodetikus gömbök Weingarten-leképezése
A 2.2. tételt egymást alig metsz® geodetikus gömbök metszete térfogatának szá-
molásához szeretnénk használni. Ehhez ki kell számolnunk a tételben szerepl®
Weingarten-leképezést geodetikus gömbfelületekre. Sokan foglalkoztak már ezzel,
az itteni eredmények nem újak, lásd például a [33] és a [34] cikket.
El®ször Jacobi-mez®k segítségével fejezzük ki egy kis geodetikus gömbfelület
Weingarten-leképezését.
Legyen γ : (a, b) → M egy természetes paraméterezés¶ geodetikus, és tegyük
fel, hogy 0 ∈ (a, b). Egy 0 6= r ∈ (a, b) értékre tekintsük a Σγ(r) = Σ(γ(r), |r|)
gömbfelületet. Ha |r| elég kicsi, akkor Σγ(r) egy sima hiperfelület M -ben γ(0)-
n keresztül. Ebben az esetben legyen Lγ(r) a Σγ(r) hiperfelület Weingarten-
leképezése a γ(0) pontban a γ′(0) normálvektorra vonatkozóan.
2.3. állítás. Legyen 0 6= r ∈ (a, b) egy rögzített szám. Tegyük fel, hogy a γ(r)-beli
exponenciális leképezés megszorítása a B(0, |r|) gömb egy környezetére dieomor-
zmus a környezet és a képe között. Tekintsük a γ(0) pontban a Σγ(r) hiperfelület
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egy v érint®vektorát. Legyen J az a γ menti Jacobi-mez®, melyre J(r) = 0 és
J(0) = v. Ekkor Lγ(r)(v) = −J ′(0).
Bizonyítás. Mivel az expγ(r) leképezés dieomorzmus a B(0, |r|) gömb egy kör-
nyezetén, így itt a deriváltja nem fajul el, azaz létezik egy olyan x ∈ T−rγ′(r)Tγ(r)M
vektor, melyre T−rγ′(r) expγ(r)(x) = v. Mivel v mer®leges a γ-ra, a Gauss-lemma
szerint deniálhatjuk s ∈ (−ε, ε)-ra az A(s) ortogonális transzformációt úgy, hogy





= x a szokásos T−rγ′(r)Tγ(r)M ∼= Tγ(r)M
azonosítással. Tekintsük a
Γ: (−ε, ε)× (a, b)→M,
Γ(s, t) = expγ(r)((t− r)A(s)(γ′(r))
leképezést. Ekkor minden s ∈ (−ε, ε)-ra a γs : t 7→ Γ(s, t) egy természetes pa-
raméterezés¶ geodetikus és γ0 = γ, azaz Γ a γ egy geodetikus variációja. Mivel
γs(r) = γ(r) és ∂1Γ(0, 0) = v is fennáll, ez a variáció a J Jacobi-mez®höz tartozik,
és így J(t) = ∂1Γ(0, t) minden t ∈ (a, b)-re. Mivel ∂1Γ egy Γ menti vektormez®, így
vehetjük a ∂2Γ szerinti kovariáns deriváltját, jelöljük ezt ∇2∂1Γ-val. Hasonlóan
deniálhatjuk ∇1∂2Γ-t is. Terjesszük ki γ′(0)-t Σγ(r) egy N egységnormális me-
z®jévé. A Gauss-lemma szerint N(Γ(s, 0)) = ∂2Γ(s, 0). Ezt és a ∇ szimmetriáját
használva kapjuk, hogy
Lγ(r)(v) = −∇vN = −∇1∂2Γ (0, 0) = −∇2∂1Γ (0, 0) = −J ′(0),
ami éppen a bizonyítandó állítás.
A következ®kben a 2.3. állításban szerepl® J Jacobi-mez®re szeretnénk formu-
lát adni, melynek segítségével felírhatjuk a Weingarten-leképezést.
A J egy γ menti normális Jacobi-mez®, melyeket egyértelm¶en meghatároznak
a J(0), J ′(0) ∈ γ′(0)⊥ érint®vektorok, ahol
γ′(0)⊥ = {x ∈ Tγ(0)M | 〈x, γ′(0)〉 = 0}.
Jelöljük Jx,y-nal azt a γ menti Jacobi-mez®t, melyre Jx,y(0) = x és J ′x,y(0) = y.
Rögzítsünk egy E1, . . . , En γ menti párhuzamos ortogonális bázist, melyre
En = γ
′. Ha x ∈ γ′(t)⊥ egy érint®vektor, akkor [x] jelölje az E1(t), . . . , En−1(t) bá-
zisban felírt koordinátái által alkotott oszlopvektort. Az Rγ′(t) Jacobi-operátorhoz





mátrixa az E1(t), . . . , En−1(t) bázisban. Tehát az R̂(t) mátrix i-edik
sorának j-edik eleme
R̂(t)ij = 〈R (Ej(t), γ′(t)) γ′(t), Ei(t)〉 .
Deniáljuk a Ĵ : (a, b)× Rn−1 × Rn−1 → Rn−1 függvényt a
Ĵ(t, [x], [y]) = [Jx,y(t)]
egyenl®ség alapján (egy (n − 1) dimenziós vektor egyértelm¶en meghatároz egy
γ′(0)⊥-beli érint®vektort). Mivel Ĵ lineáris a második és a harmadik változójában,
léteznek olyan A és B mátrixok, hogy
Ĵ(t,x,y) = A(t)[x] +B(t)[y].
A Jx,y Jacobi-mez® ezen alakjára felírhatjuk a Jacobi-egyenletet:
A′′(t)[x] +B′′(t)[y] + R̂(t)(A(t)[x] +B(t)[y]) = 0.
Mivel ez minden x,y ∈ γ′(0)⊥ érint®vektorra fennáll, így szétválaszthatjuk ezt az
egyenletet az
A′′ + R̂A = 0 és B′′ + R̂B = 0 (2.10)
















A Jx,y(0) = x feltétel adja az A(0) = I és B(0) = 0, míg a J ′x,y(0) = y feltétel
az A′(0) = 0 és B′(0) = I kezdeti feltételeket. Így már rekurzívan ki tudjuk
számolni az A és a B 0 körüli Taylor-sorát tetsz®legesen hosszan. A harmadfokú
Taylor-polinomra azt kapjuk, hogy











A B Taylor-sora mutatja, hogy a B függvény B(r) = rB0(r) alakba írható,
ahol B0 egy sima mátrixérték¶ függvény, melynek Taylor-sora





Mivel B0(0) = I, elegend®en kicsi |r| esetén B0(r) invertálható, és így B(r) is
invertálható ugyanilyen kicsi, de nemnulla r-re.
A 2.3. állításban szerepl® J Jacobi-mez® felírható J = Jx,y alakban valamilyen
x és y érint®vektorokkal, melyeket a
0 = [J(r)] = A(r)[x] +B(r)[y],
[v] = [J(0)] = A(0)[x] +B(0)[y] = [x]
kezdeti feltételekb®l számolhatunk ki. Így kapjuk, hogy
[J(t)] = A(t)[v]−B(t)B−1(r)A(r)[v].
A 2.3. állítás szerint Lγ(r)(v) = −J ′(0), ami a megfelel® mátrixokkal felírva
[Lγ(r)(v)] = −A′(0)[v] +B′(0)B−1(r)A(r)[v] = B−1(r)A(r)[v].






Mivel az A(r) és a B(r) Taylor-sorát tetsz®legesen hosszan ki tudjuk számolni,
így ezeknek a L̂0γ = B
−1
0 A sima függvényét is. Az els® néhány tag:
L̂0γ(r) = B
−1




Ez a formula mutatja, hogy L̂γ-nak egyszeres pólusa van az origóban, továbbá a








Természetesen a fenti formulákkal az L̂γ(r) Laurent-sorának bármelyik elemét
rekurzívan ki tudjuk számolni.
2.3. Harmonikusság és két geodetikus gömb met-
szete
A Weingarten-leképezés kiszámolásával már fel tudjuk használni a kissé metsz®
gömbök térfogatára adott aszimptotikát, ezt fogjuk használni a KP2 és a KP=2
tulajdonságú Riemann-sokaságok jellemzésénél.
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Legyen γ : (a, b) → M egy természetes paraméterezés¶ geodetikus, és te-
gyük fel, hogy 0 ∈ (a, b). Az el®z® szakaszban bevezetett jelöléseket használva
az Lγ(r1) − Lγ(r2) operátor deniálva van r1 és r2 kis nem nulla értékeire, és
ugyanígy az operátor
Dγ(r1, r2) = det(Lγ(r1)− Lγ(r2))
determinánsa is.
2.4. állítás ([19]).
(i) Ha egy M Riemann-sokaság rendelkezik a KP2 tulajdonsággal, akkor a hoz-
zá tartozó Dγ(r1, r2) függvény (0, 0) ∈ R2 origóbeli csírája nem függ a γ
geodetikustól.
(ii) Ha az M Riemann-sokaság a KP=2 tulajdonsággal rendelkezik, akkor a hoz-
zá tartozó r 7→ Dγ(r,−r) függvény 0 ∈ R origóbeli csírája nem függ a γ
geodetikustól.
Bizonyítás. Legyen γi : (ai, bi) → M két geodetikus (i = 1, 2), ahol 0 ∈ (ai, bi).
Válasszunk egy pozitív ρ-t úgy, hogy minden 0 < r < ρ sugárra a B(γ1(0), r) és
B(γ2(0), r) gömbök geodetikusan konvexek legyenek.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy ha r1 és r2 kis nemnulla számok, akkor
Dγ1(r1, r2) = Dγ2(r1, r2). Mivel Dγ(r, r) = 0, és ha γ(t) = γ(−t) jelöli a fordított
irányú geodetikust, akkor
Dγ(r1, r2) = (−1)n−1Dγ(r2, r1) = (−1)n−1Dγ(−r1,−r2),
feltehetjük, hogy −ρ/2 < r1 < r2 < ρ/2 és 0 < r2. Tekintsük i, j ∈ {1, 2}-re a
Bi,j = B(γi(rj), |rj|) és Bti,1 = B(γi(r1 + t), |r1|),
gömböket, és legyen Σti,1 a B
t
i,1 gömb határa. Ha Πi,t : Tγi(r1)M → Tγi(r1+t)M a γi
menti párhuzamos eltolás, akkor
Hi,t = expγi(r1+t) ◦Πi,t ◦ (expγi(r1))
−1 : Σ0i,1 → Σti,1








Az r1 el®jele szerint két esetet különböztetünk meg.
Ha r1 < 0, akkor a Bi,1 és Bi,2 gömböknek pontosan egy közös pontjuk van,
a γ(0). A felületeik N = −γ′i(0)-re vett γi(0)-beli Weingarten-leképezéseinek a
különbsége Lγi(r2)−Lγi(r1). A (2.11) Laurent-sor mutatja, hogy elég kicsi |r1| és
r2 értékekre Lγi(r2) pozitív denit, míg Lγi(r1) negatív denit, így a különbségük
















A KP2 tulajdonságból következik, hogy µ(Bt1,1 ∩ B1,2) = µ(Bt2,1 ∩ B2,2), és így
a (2.12) jobb oldalán szerepl® kifejezéseknek is meg kell egyezniük i = 1-re és
i = 2-re. Összehasonlítva t
n+1
2 együtthatóit kapjuk, hogy
Dγ1(r1, r2) = (−1)n−1Dγ1(r2, r1) = (−1)n−1Dγ2(r2, r1) = Dγ2(r1, r2).
Az r = r2 = −r1 speciális eset adja az állítás (ii) részét is.
Most tekintsük azt az esetet, amikor 0 < r1 < r2. Ekkor Bi,2 tartalmazza
Bi,1-et. Jelölje Bci,2 az M \Bi,2 komplementer lezártját. A Bi,1 és a Bci,2 tartomá-
nyoknak pontosan egy közös pontjuk van, a γ(0). A határfelületeik N = −γ′i(0)-
re vett γi(0)-beli Weingarten-leképezéseinek a különbsége Lγi(r1) − Lγi(r2). Az
el®z® szakaszban bevezetett L̂γi mátrix érték¶ függvény elemeire alkalmazva a
Lagrange-féle középértéktételt látjuk, hogy (Lγi(r1)−Lγi(r2))/(r2−r1) csak O(1)
tagokkal különbözik egy olyan diagonális mátrixtól, melynek diagonális elemei az
(1/r22, 1/r
2
1) intervallumba esnek. Így Lγi(r1)− Lγi(r2) pozitív denit elegend®en
kicsiny r1 és r2 esetén. A 2.2. tétel szerint kis negatív t értékekre















Mivel a KP2 tulajdonságból következik a KP1, így µ(Bti,1) csak r1-t®l függ. Az
el®z® esethez hasonlóan ez a formula is bizonyítja ezt az esetet.
Most már egyszer¶en tudjuk bizonyítani a következ® tételt.
2.5. tétel ([19]). Egy KP2 tulajdonságú teljes Riemann-sokaság harmonikus.
Bizonyítás. Legyen γ egy tetsz®leges természetes paraméterezés¶ geodetikus 0
körül, és Lγ-t írjuk Lγ(r) = L0γ(r)/r alakban. A 2.2. szakaszban bizonyítottuk,
32
hogy L0γ egy sima operátorérték¶ függvény és L
0




(0) = 0. A 2.4.
állítás szerint a Dγ(r1, r2) függvény (0, 0)-beli csírája nem függ γ-tól, és így ezt














és így a bal oldal (0, 0)-beli csírája szintén független γ-tól. Megjegyezzük, hogy
habárD(r1, r2) nem deniált a koordinátatengelyeken, a bal oldal deniálja a jobb
oldal egy sima kiterjesztését az origó egy pontozott környezetére. A bal oldalt r2





























Így tudjuk, hogy a kis geodetikus gömbök állandó középgörbület¶ek, mely
konstans csak a sugártól függ, azaz a sokaság harmonikus.
Szabó I. Zoltán bebizonyította a visszafelé irányt: egy összefügg®, egyszere-
sen összefügg® és teljes harmonikus sokaság rendelkezik a KP2 tulajdonsággal
[37, corollary 2.1]. Bár a cikkben nem szerepel, de az ott leírtak segítségével
is bizonyíthatjuk a 2.5. tételt. Ebb®l a célból idézzük fel az ott leírt bizonyí-
tást, és az ahhoz szükséges deníciókat és állítást a cikkb®l. Egy M Riemann-
sokaságon egyM ×M → R függvényt magfüggvénynek nevezünk. Ha H és G két
olyan magfüggvény egy M Riemann-sokaságon, melyekre teljesül, hogy bármely
x ∈ M -re a Hx(·) = H(x, ·) és a Gx(·) = G(·, x) függvény L2-függvény, akkor a
H ∗G : M ×M → R konvolúciójukat a
H ∗G (x, y) =
∫
M
H(x, z)G(z, y) dz.
integrállal deniáljuk. Egy H magfüggvényt radiálisnak mondunk, ha H(x, y)
értéke csak az x és y geodetikus távolságától függ, azazH = h◦d alakú, valamilyen
h : R+ → R függvénnyel (d a távolságfüggvény).
2.6. állítás ([37, proposition 2.1]). Egy összefügg®, egyszeresen összefügg® és
teljes Riemann-sokaság pontosan akkor harmonikus, ha tetsz®leges H = h ◦ d és
G = g ◦ d radiális magfüggvények konvolúciója szintén radiális, amikor h és g
kompakt tartójú sima függvények R+-on.
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Egy pozitív r számra jelölje χr : R+ → R a [0, r] intervallum karakterisztikus
függvényét, azaz legyen
χr(x) =
1 ha 0 ≤ x ≤ r,0 ha r < x.
A KP2 tulajdonság ekvivalens azzal, hogy a χr1 ◦ d és a χr2 ◦ d függvények kon-
volúciója radiális magfüggvény tetsz®leges r1, r2 > 0 értékekre. Mivel a karak-
terisztikus függvényeket tudjuk kompakt tartójú sima függvényekkel közelíteni,
így a 2.6. állításból következik, hogy a harmonikus terek rendelkeznek a KP2
tulajdonsággal.
De ezt visszafelé is bizonyíthatjuk, hiszen ha a karakterisztikus függvények
konvolúciója radiális, abból a konvolúció bilinearitása miatt már az is következik,
hogy lépcs®s g és h függvények esetén a h ◦ d és a g ◦ d függvények konvolúciója
radiális. Mivel az R+-on értelmezett kompakt tartójú sima függvények a szupré-
mum normában közelíthet®ek lépcs®s függvényekkel, így azoknak a konvolúciója
is radiális, amib®l a 2.6. állítás szerint következik, hogy a sokaság harmonikus.
2.4. A KP=2 tulajdonságú sokaságok
Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy aKP=2 tulajdonságú Riemann-sokaságok
Einstein-sokaságok, továbbá a KP=2 tulajdonságú szimmetrikus terek kétpontho-
mogének.
2.7. tétel ([19]). Egy KP=2 tulajdonságú Riemann-sokaság Einstein.
Bizonyítás. A 2.4. állítás (ii) részéb®l tudjuk, hogy a det (Lγ(r)− Lγ(−r)) függ-
vény csírája nem függ a γ geodetikustól. Az Lγ Weingarten-leképezésre kapott
(2.11) Laurent-sort használva kapjuk, hogy


















































nyom nem függ a γ′(0) egység-
hosszú érint®vektortól, ami ekvivalens az Einstein-sokaságok deníciójával.
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Bár a kés®bbi eredményekb®l az alábbi tétel következik (mivel minden szim-
metrikus harmonikus tér kétponthomogén), érdekes, hogy ezt az eredményt így
is megmutathatjuk.
2.8. tétel ([19]). Ha M egy összefügg®, egyszeresen összefügg® szimmetrikus
Riemann-sokaság, mely rendelkezik a KP=2 tulajdonsággal, akkor M kétpontho-
mogén.
Bizonyítás. Legyen γ : (a, b) → M egy természetes paraméterezés¶ geodetikus,
melyre 0, r ∈ (a, b). Az Rγ′(0) Jacobi-operátor szimmetrikus, így Rγ′(0) sajátvek-
toraiból választhatunk egy ortonormált E1(0), . . . , En(0) bázist a Tγ(0)M érint®-
térben. Jelöljük λi-vel az Ei(0)-hoz tartozó sajátértéket. Mivel Rγ′(0)(γ′(0)) = 0,
feltehetjük, hogy En(0) = γ′(0) és λn = 0. Terjesszük ki az Ei(0) vektorokat
Ei : (a, b) → TM γ menti párhuzamos vektormez®kké. A γ(0) és a γ(t/2) körü-
li középpontos tükrözések kompozíciója M egy izometriája minden t ∈ (a, b)-
re. Ennek a leképezésnek a derivált leképezése Ei(0)-t Ei(t)-be képezi, ezért




xa az E1(t), . . . , En−1(t) ortonormált bázisban. Ekkor R̂(t) diagonális mátrix a
λ1, . . . , λn−1 diagonális elemekkel (t-t®l függetlenül). Ezzel expliciten meg tudjuk
oldani a (2.10) egyenletet A-ra és B-re. Mindkett® diagonális mátrix, a diagonális

























ahol pozitív λ esetén
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diagonális elemekkel. Ekkor Lγ(r) = −Lγ(−r), és









Ha a sokaság KP=2 tulajdonságú, akkor a det(Lγ(r) − Lγ(−r)) függvény r = 0-
beli csírája nem függ a γ geodetikustól. Ebb®l a következ® lemma szerint az is
következik, hogy a λi-k sem függenek a geodetikustól.


















függvények r kis értekei esetén egyenl®ek. Ekkor létezik az {1, . . . ,m} halmaznak
egy σ permutációja, melyre λk = µσ(k) minden 1 ≤ k ≤ m-re.
Bizonyítás. A lemmátm szerinti indukcióval bizonyítjuk. Azm = 0 esetben nincs
mit bizonyítani. Tegyük fel, hogy (m−1)-re igaz az állítás. Az unicitás tétel szerint
F és G ugyanazon meromorf függvénnyé terjed ki C-n. Így a pólusok is ugyanott





∣∣∣∣ j ∈ Z, λk 6= 0} = {0} ∪{ jπ√−µk
∣∣∣∣ j ∈ Z, µk 6= 0} .
Ez azt jelenti, hogy ha F = G-nek csak a 0 pólusa, akkor λk = µk = 0 minden
1 ≤ k ≤ m-re, és így készen vagyunk. Ha F = G-nek van nemnulla pólusa, akkor
ha a az egyik legkisebb közülük, akkor −(π/a)2-nek egyenl®nek kell lennie az
egyik leghosszabb nemnulla λk-val és az egyik leghosszabb nemnulla µk-val. Az
















kis r értékek esetén. Így az indukciós feltevéssel készen vagyunk.
A lemmából adódik, hogy egy KP=2 tulajdonságú sokaságon az Rγ′(0) Jacobi-
operátor spektruma multiplicitásokkal együtt független γ-tól. Mivel minden x
egységhosszú érint®vektorra van egy természetes paraméterezés¶ γ geodetikus,
melyre γ′(0) = x, azt kapjuk, hogy egy lokálisan szimmetrikus KP=2 tulajdon-
ságú sokaság Osserman. Egy szimmetrikus Ossermann-sokaság viszont lokálisan
kétponthomogén. Így az M -re tett feltevések miatt M kétponthomogén.
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2.5. KP=2 tulajdonság és a harmonikusság ekviva-
lenciája
Ebben a szakaszban a [20] nyomán bebizonyítjuk, hogy már a KP=2 tulajdonság-
ból is következik, hogy a tér harmonikus. Ehhez a Weingarten-leképezésre adott
formulákat tovább kell alakítanunk.
Ehhez tekintsünk a Riemann-sokaságon egy természetes paraméterezés¶ γ
geodetikust. Válasszunk egy E1, . . . , En párhuzamos ortonormált bázismez®t a
γ mentén úgy, hogy En = γ′ legyen. Egy x ∈ γ′(t)⊥ érint®vektor esetén használ-
juk az [x] jelölést az E1(t), . . . , En−1(t) bázisban felírt koordinátái által alkotott
oszlopvektorra. A γ′(t) Jacobi-operátor γ′(t)⊥-re való megszorításának a mátrixá-
ra egyszer¶en csak az R(t) jelölést használjuk.
A Jacobi-mez®k konstruálásához tekintsük a következ® deníciót. Rögzített
r valós számra legyen J(r, .) : R → R(n−1)×(n−1) a következ® mátrix-dierenciál-
egyenlet megoldása:
(i) ∂22J(r, t) +R(t)J(r, t) = 0,
(ii) J(r, r) = 0,
(iii) ∂2J(r, r) = I.
Ha a Jr,v(r) = 0 és J ′r,v(r) = v kezdeti feltételekkel rendelkez® Jacobi-mez®t
keressük (ahol v ∈ γ′(r)⊥), akkor azt a [Jr,v(t)] = J(r, t)[v] egyenlet egyértelm¶en
deniálja. Ha γ(t) közel van γ(r)-hez, azaz γ(t) γ(r) azon környezetében fekszik,
ahol a γ(r)-beli exponenciális leképezés dieomorzmus, akkor γ(t) nem konjugált
γ(r)-hez γ mentén, és így J(r, t) invertálható.
2.10. állítás. A
W (t) = J(r1, t)
T∂2J(r2, t)− ∂2J(r1, t)TJ(r2, t)
Wronski-féle mátrix konstans γ mentén.
Bizonyítás. Tekintsük a W deriváltját, majd használjuk fel a J-re vonatkozó dif-
ferenciálegyenletet és R szimmetriáját.
W ′(t) = ∂2J(r1, t)
T∂2J(r2, t) + J(r1, t)
T∂22J(r2, t)−
− ∂22J(r1, t)TJ(r2, t)− ∂2J(r1, t)T∂2J(r2, t) =
= J(r1, t)
TR(t)J(r2, t)− (R(t)J(r1, t))TJ(r2, t) =
= 0,
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így W valóban konstans a γ mentén.
A W (t1) = W (t2) egyenl®ségb®l a J-re vonatkozó kezdeti feltételeket használ-
va kapjuk, hogy
−J(t2, t1) = J(t1, t2)T. (2.13)
Ez az egyenl®ség mutatja, hogy J az els® változójában is dierenciálható.
A mostani esetben is a γ geodetikuson fognak feküdni a gömbök középpontjai
és a Weingarten-leképezés vizsgált helye, de ez utóbbi már nem feltétlenül lesz
a γ(0) pont. Tegyük fel, hogy |r| olyan kicsi, hogy az expγ(t+r) leképezés dieo-
morzmus a B(γ(t + r), |r|) gömbön, ekkor a Σ(γ(t + r), |r|) gömbfelület egy
sima hiperfelület. Jelölje L(r, t) a γ(t) pontban a γ′(t) normálvektorra vonatkozó
Weingarten-leképezés mátrixát az E1(t), . . . , En−1(t) bázisban. Ekkor a 2.3. állítás
szerint L(r, t)J(t+ r, t) = −∂2J(t+ r, t), azaz
L(r, t) = −∂2J(t+ r, t)J(t+ r, t)−1. (2.14)
A (2.11) Laurent-sort átírhatjuk erre az esetre:











A (2.15) formula mutatja, hogy az L-et nem tudjuk r = 0-ra deniálni, ezért néha
az L0(r, t) = rL(r, t) függvényt tekintjük, amit simán ki tudunk terjeszteni I-vel
(0, t)-re minden t-re. A (2.15) egyenletb®l








A W (t) = W (r2) egyenl®ségb®l azt kapjuk, hogy
J(r1, t)












A (2.14), (2.17) egyenletek és LT = L adják, hogy





El®ször csak azt bizonyítjuk be, hogy egyKP=2 tulajdonságú Riemann-sokaság
D'Atri-tér.
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2.11. tétel ([20]). Minden KP=2 tulajdonságú Riemann-sokaság D'Atri-tér.
Bizonyítás. Tekintsünk egy γ geodetikust. Egy KP=2 tulajdonságú sokaságban
a 2.4. állítás (ii) része szerint a Dγ(−r, r) függvény origóbeli csírája nem függ
a γ geodetikustól. Deniáljuk a D függvényt a D(r) = Dγ(−r, r) egyenl®séggel.
Válasszunk egy olyan ε > 0 számot, hogy minden 0 < |r| ≤ 2ε és |t| ≤ 2ε
értékre az L(r, t) deniálva van, és D(r) = det(L(r, t)−L(−r, t)) is fennáll. Ekkor
0 < |r| ≤ ε és |t| ≤ ε számokra fejezzük ki a D függvényt a (2.18) egyenlettel:





J(t+ r, t− r)TJ(t− r, t)−1
)
=
det J(t+ r, t− r)
det J(t+ r, t) det J(t− r, t)
.
Átrendezés után
det J(t+ r, t) det J(t− r, t)D(r) = det J(t+ r, t− r). (2.19)
Ennek a t szerinti logaritmikus deriváltja:
tr
(
∂1J(t+ r, t)J(t+ r, t)
−1)+ tr (∂2J(t+ r, t)J(t+ r, t)−1)+
+ tr
(


















A ∂1 deriválást tartalmazó tagokat át tudjuk írni ∂2-t tartalmazó tagokká a
∂1J(t1, t2) = −(∂2J(t2, t1))T
azonosság segítségével, mely következik a (2.13) egyenletb®l. Még néhányszor




∂2J(t, t+ r)J(t, t+ r)
−1)+ tr (∂2J(t+ r, t)J(t+ r, t)−1)+
+ tr
(














∂2J(t+ r, t− r)J(t+ r, t− r)−1
)
.
Ezt a (2.14) formula felhasználásával átírva
tr(L(−r, t+ r)) + tr(L(r, t)) + tr(L(r, t− r)) + tr(L(−r, t)) =




Legyen az f : [−ε,+ε] × [−ε,+ε] → R függvény különböz® a, b ∈ [−ε,+ε]
esetén
f(a, b) = tr(L(b− a, a)) + tr(L(a− b, b)).
Mivel L-nek szingularitása van (0, t)-ben minden t-re, f(a, b)-t csak a 6= b-re
tudjuk deniálni. A (2.15) kifejezés mutatja, hogy f -et ki lehet terjeszteni az
a = b átlóra f(a, a) = 0-val. Meg fogjuk mutatni, hogy f azonosan 0. A (2.21)
egyenlet szerint
f(t+ r, t) + f(t− r, t) = f(t+ r, t− r),
ami átbet¶zve



























A (2.16) szerint a trL0(r, t) függvény r szerinti Taylor-polinomja Lagrange-
maradéktaggal







ahol |r̃| < |r|. A |tr∂31L0| függvénynek a [−2ε,+2ε]× [−ε,+ε] kompakt halmazon
felvett maximumát jelöljük C-vel. A 2.7. tétel szerint a sokaság Einstein, így trR
konstans. Ezért |f(a′, b′)| ≤ C
3
|a′ − b′|2 fennáll minden a′, b′ ∈ [−ε,+ε] számra.









∣∣∣∣2 = C3 |b− a|22k
minden a, b ∈ [−ε,+ε] számra. Mivel k tetsz®legesen nagy lehet, f(a, b) = 0,
tehát
trL(b− a, a) + trL(a− b, b) = 0




alakban. Mivel γ(a) és γ(b) a sokaság tetsz®leges elegend®en közeli pontja lehet,
ebb®l már következik, hogy a tér D'Atri.
Most már a harmonikusságot is be tudjuk bizonyítani.
2.12. tétel ([20]). Egy KP=2 tulajdonságú Riemann-sokaság harmonikus.
Bizonyítás. Legyen ε olyan, mint a 2.11. tétel bizonyításában és most is tegyük




∂1J(t+ r, t)J(t+ r, t)
−1)− tr (∂1J(t− r, t)J(t− r, t)−1)+ (logD)′(r) =
= tr
(




∂2J(t+ r, t− r)J(t+ r, t− r)−1
)
.
Ahogy a (2.21) egyenletet kaptuk a (2.20) egyenletb®l, úgy ezt az egyenletet is át
tudjuk írni az alábbi formára:
− tr(L(−r, t+ r)) + tr(L(r, t− r)) + (logD)′(r) =
= −tr(L(−2r, t+ r) + tr(L(2r, t− r)). (2.23)
A 2.11. tétel szerint a sokaság D'Atri, így a hγ(t)(γ(t − r)) = hγ(t)(γ(t + r))
egyenl®ség is fennáll minden elég kicsi r-re (ehhez esetleg csökkentjük ε-t), ami
a Weingarten-leképezés nyomával felírva tr(L(r, t− r)) = −tr(L(−r, t+ r)). Már
bebizonyítottuk, hogy tr(L(2r, t − r)) = −tr(L(−2r, t + r)). Ezekkel az egyenl®-
ségekkel a (2.23) egyenl®ség a
2tr(L(r, t− r)) + (logD)′(r) = 2tr(L(2r, t− r)) (2.24)
alakra hozható. Mivel a (2.24) egyenlet igaz az olyan t, r ∈ R számokra, melyekre
0 < |r| ≤ ε és |t| ≤ ε, a
(logD)′(r) = 2tr(L(2r, t))− 2tr(L(r, t)) (2.25)
egyenlet fennáll azokra, melyekre 0 < |r| ≤ ε
2
és |t| ≤ ε
2
.
A 2.7. tétel szerint a sokaság Einstein, így a KazdanDeTurck-tétel szerint egy
normális koordináta-rendszerben a metrika analitikus. Mivel a Jacobi-operátor a
metrikának analitikus függvénye, így az is analitikus. A CauchyKowalevski-tétel
szerint egy analitikus együtthatós dierenciálegyenlet megoldása is analitikus,
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így a Jacobi-egyenlet megoldása is analitikus. Az ebb®l kifejezhet® Weingarten-
leképezés mátrixa, és így trL0(r, t) is egy analitikus függvény. Ezért a Weingarten-









Ezzel a helyettesítéssel a (2.25) egyenlet a






alakot ölti. Így a (logD)′(r) függvény Laurent-sorának együtthatói meghatároz-
zák az ai(t) együtthatókat (i = 1, 2, . . .), amib®l következik, hogy tr(L(r, t)) csak
az r-t®l függ (t-t®l és a γ-tól nem). Ez azt jelenti, hogy a kis geodetikus gömbök
középgörbülete csak a sugártól függ® konstans, azaz a sokaság harmonikus.
A [37] cikkb®l már tudjuk, hogy az összefügg®, egyszeresen összefügg®, teljes
harmonikus terek rendelkeznek a KP=2 tulajdonsággal, ezért megfogalmazhatjuk
a következ® tételt.
2.13. tétel. Egy összefügg®, egyszeresen összefügg® teljes Riemann-sokaság pon-
tosan akkor harmonikus, ha KP=2 tulajdonságú.
2.6. Egy globális tétel
Az eddigiek csak lokális eredmények voltak, a KP2 tulajdonságot csak kis göm-
bökre alkalmaztuk. A következ® tétel már egy globális eredményt ad, viszont
csak akkor, ha a sokaság állandó görbület¶. Egy állandó görbület¶ KP=2 sokaság
majdnem egyszeresen összefügg®:
2.14. tétel. Tegyük fel, hogy (M, g) egy olyan teljes, összefügg®, állandó szekcio-
nális görbület¶ Riemann-sokaság, mely rendelkezik a KP=2 tulajdonsággal. Ekkor
M a Hnκ,En,Snκ,RPnκ terek egyike.
Bár a [22] cikkben ez a tétel csak a KP2 tulajdonságra volt megfogalmazva,
a bizonyítás valójában csak a KP=2 tulajdonságot használja.







az univerzális fed®tere az F : M → M fed®leképezés által indukált g
metrikával. Mivel M állandó görbület¶, M ∈ {Hnκ,En,Snκ}.
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) ∣∣∣ P ′ ∈ F−1(P ) \ {P}} .








| P ′ ∈ F−1(P )
}
gömbök halmazát.
Mivel a Hnκ és En minden gömbje, az Snκ-nak pedig a f®kör hosszának negyedénél






konvexek (M = Snκ esetén ρ kisebb, mint egy f®kör hosszának a fele, mivelM sem





elemei közül bármely kett® metszete üres vagy egyetlen
pontból áll. Valóban, ha a metszet legalább két pontból állna, akkor a gömbfelüle-
tek is legalább két különböz® pontban metszenék egymást, és az ezeket összeköt®
geodetikus ív (nemüres) relatív belseje mindkét gömb bels® pontja lenne, ami
ellentmondana r minimalitásának. Megjegyezzük, hogy egyik Q ∈ M pont sem
tartozik három G(ρ
2






antipodális pontot tartalmazna (azaz ρ távolságú pontokat).
2.2. ábra.
Legyen P 1 ∈ F−1(P ) egy olyan pont, melyre d
(
P , P 1
)












gömböknek a metszete nem üres, így egyetlen Q pontból





















































































































































Ebben a fejezetben a [21] cikk eredményeit írjuk le.
3.1. Egy háromszög minimális fed®sugara
A KP=3 tulajdonság helyett egy gyengébbet fogunk használni, nevezetesen, hogy
a háromszögek minimális fed®sugara csak az oldalhosszaktól függ. Ehhez a három
gömb metszetének a tényleges térfogatát nem használjuk fel, csak azt, hogy üres-e.
Háromszögön egy tetsz®leges ponthármast értünk a sokaságon. Egy összefügg®
Riemann-sokaság ABC háromszögének rABC minimális fed®sugara azon r számok
inmuma, melyekre az A, B, C középpontú r sugarú gömbök metszete nem üres:
rABC = inf {r | B(A, r) ∩ B(B, r) ∩ B(C, r) 6= ∅} .
Ha a sokaság teljes, vagy a B(A, ρ), B(B, ρ), B(C, ρ) zárt gömbök egyike kompakt








∣∣ ∃P ∈M, melyre A,B,C ∈ B(P, r)} .
EgyKP=3 tulajdonságú sokaságon a B(A, r)∩B(B, r)∩B(C, r) metszet térfoga-
ta, és így ennek üressége csak az oldalak geodetikus hosszaitól, vagyis a háromszög
oldalhosszaitól függ. Így kapjuk a következ® állítást.
3.1. állítás. Egy KP=3 tulajdonságú sokaságon a háromszögek minimális fed®su-
gara csak a háromszög oldalhosszaitól függ.
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Egy tetsz®leges összefügg®M Riemann-sokaságon az r : M → (0,∞) folytonos
függvényt úgy választjuk, hogy minden P ∈M -re az expP deniálva van a TPM
érint®tér origó középpontú r(P ) sugarú gömbjén, és minden r ≤ r(P ) sugárra a
B(P, r) gömb geodetikusan konvex. Egy háromszöget akkor nevezünk kicsinek,
ha egy B(P, r(P )) gömb tartalmazza valamilyen P ∈M -re.
Tekintsünk egy σ < TPM síkot, és egy v ∈ σ érint®vektort, melynek a hossza
r = ‖v‖ < r(P ), lásd a 3.1. ábrát. Legyen A = expP (v) és B = expP (−v). A σ
3.1. ábra.
síkban a két r hosszú v-re mer®leges érint®vektor közül jelölje w az egyiket. De-
niáljuk az u : [0, π]→ TPM leképezést az u(α) = v cos(α) +w sin(α) formulával.
Nyilvánvaló, hogy u(0) = v és u(π) = −v. Ekkor az A és az expP (u(α)) közötti
távolság folytonosan változik 0-tól 2r-ig míg a B és expP (u(α)) közti távolság 2r-
t®l 0-ig változik folytonosan, így van egy olyan α0 érték, ahol ezek a távolságok
egyenl®k. Legyen C = expP (u(α0)), melyre így teljesül, hogy d(A,C) = d(B,C).
Mivel minden α ∈ [0, π] szögre ‖u(α)‖ = r, a d(P,C) = r egyenl®ség is fennáll.
Így az ABC háromszög minimális fed®sugara r.
Az A, B és C pontok függenek a P, σ, r,v,w, α0 választásától. Az ABC rende-
zett ponthármast nevezzük a (P, σ, r,v,w, α0) adatokból konstruált háromszög-
nek. Egy P ∈M pontra, σ < TPM síkállásra és r < r(P ) pozitív számra ∆(P, σ, r)
jelölje azon háromszögek halmazát, melyek megfelel® v,w érint®vektorokkal és α0
szöggel a (P, σ, r,v,w, α0) adatokból konstruálhatóak.
3.2. állítás. Ha az M Riemann-sokaságon a háromszögek minimális fed®suga-
ra csak a háromszögek oldalhosszaitól függ, akkor létezik olyan â : [0,∞) → R
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függvény, melyre d(A,C) = â(r) fennáll minden olyan ABC háromszögre, mely




Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy az ABC és az A′B′C ′ háromszögek a
∆(P, σ, r) és ∆(P ′, σ′, r) halmazból valók, ahol 3r kisebb az r(P ) és r(P ′) szá-
moknál, de az a = d(A,C) = d(B,C) és a′ = d(A′, C ′) = d(B′, C ′) oldalak nem
egyenl®ek, mondjuk a < a′. Háromszög-egyenl®tlenségekb®l kapjuk, hogy
r < a < a′ < 2r.
Tetsz®leges S ∈ B(P, 3r) pontra az XS-sel jelölt radiális egységvektormez®t
az XS(T ) = −γ′TS(0) képlettel deniáljuk a B(P, 3r) \ {S} halmazon. Az XA
és XB vektormez®k skaláris szorzata pontosan az A-t a B-vel összeköt® [A,B]




1 + 〈XA, XB〉
sima vektormez®t. Legyen γ : [0, b) → B(P, 3r) \ [A,B] az X integrálgörbéje,
mely a γ(0) = C-b®l indul, ahol 0 < b ≤ +∞ olyan, hogy a γ görbe b-n túl nem
terjeszthet® ki X integrálgörbéjeként.
Tekintsünk egy olyan Q pontot, melyre r ≤ d(P,Q) = r̃ < 3r, lásd a 3.2.
ábrát. Mivel B(P, r̃) geodetikusan konvex, és A,B ∈ B(P, r̃), a Gauss-lemma
3.2. ábra.
szerint 〈XP (Q), XA(Q)〉 > 0 és 〈XP (Q), XB(Q)〉 > 0. Így 〈XP (Q), X(Q)〉 > 0,




d(P, γ(t)) = 〈XP (γ(t)), γ′(t)〉 = 〈XP (γ(t)), X(γ(t))〉 > 0, (3.1)
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ha r ≤ d(P, γ(t)) < 3r. Tudjuk, hogy d(P, γ(0)) = r, és a (3.1) egyenl®tlenség sze-
rint d(P, γ(t)) ≥ r esetén d(P, γ(t)) növekszik t egy környezetében, így d(P, γ(t))
egy monoton növ® függvény.
Számoljuk ki a következ® deriváltat:
d
dt










d(B, γ(t)) = 1. Ezekb®l következik, hogy
d(A, γ(t)) = d(A, γ(0)) + t = a+ t = d(B, γ(t)), (3.2)
ha 0 ≤ t < b. Így t < 2r − a esetén
d(P, γ(t)) ≤ d(P,A) + d(A, γ(t)) = r + a+ t < 3r, (3.3)
amib®l következik, hogy 2r − a ≤ b. Így értelmezhetjük a D = γ(a′ − a) pontot,
mivel a′ − a < 2r − a. A (3.2) szerint
d(A,D) = d(B,D) = a+ a′ − a = a′.
Mivel d(P,D) > r és a B(A, r) és B(B, r) zárt gömbök csak a P pontban metszik
egymást, a B(A, r) ∩ B(B, r) ∩ B(D, r) metszet üres, tehát az ABD háromszög
minimális fed®sugara nagyobb r-nél. Ez ellentmond annak a feltevésünknek, hogy
az ABD és az A′B′C ′ azonos oldalhosszúságú háromszögek minimális fed®sugara
egyenl®, mivel az A′B′C ′ háromszögé éppen r.
3.2. Rauch összehasonlítási tétele
Az állandó szekcionális görbület bizonyításához a f® eszközünk Rauch összeha-
sonlítási tétele lesz. Az ismert változatnál nekünk egy kicsit er®sebb formára lesz
szükségünk.
3.3. tétel. Tekintsük az M1,M2 Riemann-sokaságokon a γi : [0, l] → Mi termé-
szetes paraméterezés¶ geodetikusokat i = 1, 2-re. Tegyük fel, hogy γ2(t) semmilyen
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t ∈ (0, l]-re sem konjugált γ2(0)-hoz γ2 mentén. Legyenek Ji γi menti Jacobi-mez®k
(i = 1, 2), melyekre Ji(0) érinti γi-t és
〈γ′1(0), J1(0)〉 = 〈γ′2(0), J2(0)〉,
〈γ′1(0), J ′1(0)〉 = 〈γ′2(0), J ′2(0)〉,
‖J ′1(0)‖ = ‖J ′2(0)‖.
Tegyük fel, hogy minden t ∈ (0, l]-re és tetsz®leges v2 ∈ Tγ2(t)M2 érint®vektorra
teljesül, hogy
K1(span{J1(t), γ′1(t)}) ≤ K2(span{v2, γ′2(t)}),
ahol Ki azMi sokaság szekcionális görbületi függvénye (i = 1, 2-re). Ekkor minden
t ∈ [0, l]-re ‖J1(t)‖ ≥ ‖J2(t)‖.
Általában a görbületi feltételt az M1 sokaságban is minden v1 ∈ Tγ1(t)M1 és
γ′1(t) által kifeszített síkra követelik meg, de erre nincs szükség, ahogy a bizonyí-
tásból látni fogjuk. Az itt leírt bizonyítás a [14] könyvb®l származik.
Bizonyítás. El®ször azt az esetet bizonyítjuk, amikor Ji mer®leges γ′i-re (i = 1, 2),
azaz ‖J1(0)‖ = ‖J2(0)‖ = 0.
Tekintsük a ‖J1(t)‖2/‖J2(t)‖2 hányadost mint t-nek a függvényét. Mivel J2(t)







〈J ′1(0), J ′1(0)〉
〈J ′2(0), J ′2(0)〉
= 1.





















γ1, illetve γ2 menti vektormez®ket. Bár ezek a Jacobi-mez®k függenek a t0 vá-
lasztásától, az egyszer¶ség kedvéért ezt a függés nem tüntetjük fel a jelölésben.
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i = 1, 2-re. Ez t = t0-ra
〈J ′i(t0), Ji(t0)〉
〈Ji(t0), Ji(t0)〉




















〈I ′1(t), I ′1(t)〉 −K1(span{γ′(t), I1(t)}) · ‖I1(t)‖2 dt,
(3.4)
ahol R1 az M1 sokaság görbületi tenzorát jelöli.
Legyen Πtγi : Tγi(t)Mi → Tγi(0)Mi a γi menti párhuzamos eltolás. Válasszunk












)−1 ◦ A ◦ Πtγ1
kompozíció. Ekkor At(γ′1(t)) = γ
′
2(t) és At0(I1(t0)) = I2(t0) fennáll. Deniáljuk az
Î2 γ2 menti vektormez®t az
Î2(t) = At(I1(t)).
formulával. Mivel az A és a párhuzamos eltolások meg®rzik a skaláris szorzatot,
így
〈I1(t), I1(t)〉 = 〈Î2(t), Î2(t)〉,
〈I ′1(t), I1(t)〉 = 〈Î ′2(t), Î2(t)〉.
(3.5)
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A görbületi feltétel szerint
K1(span{J1(t), γ′1(t)}) ≤ K2(span{Î2(t), γ′2(t)}).
Ezt, a (3.5) egyenl®ségeket és az indexlemmát használva kapjuk, hogy∫ t0
0








〈I ′2(t), I ′2(t)〉 − 〈R2((I2(t), γ′(t))γ′(t), I2(t)〉 dt.
A (3.4) egyenletben leírt számoláshoz hasonlót visszafelé elvégezve kapjuk, hogy
ez a legutóbbi tag egyenl® a 〈J
′
2(t0),J2(t0)〉








Mivel t0 tetsz®leges volt, így igaz ez minden t0 ∈ (0, l]-re, és ezzel bebizonyítottuk
azt az esetet, amikor ‖J1(0)‖ = ‖J2(0)‖ = 0.
Az általános esetben J̃i jelölje a Ji Jacobi-mez® γ′i-re mer®leges komponensét
(i = 1, 2). Ezekre a fenti bizonyítás adja, hogy ‖J̃1(t)‖ ≥ ‖J̃2(t)‖. A Ji Jacobi-
mez®ket felírhatjuk
J1(t) = J̃1(t) + 〈γ′1(t), J1(t)〉γ′1(t), J2(t) = J̃2(t) + 〈γ′2(t), J2(t)〉γ′2(t).
alakban, ahol
〈γ′1(t), J1(t)〉 = 〈γ′1(0), J1(0)〉+ 〈γ′1(0), J ′1(0)〉t = 〈γ′2(t), J2(t)〉,
és így a ‖J1(t)‖ ≥ ‖J2(t)‖ egyenl®tlenséget is megkapjuk.
A fenti élesebb tétel segítségével a következményt is er®síteni tudjuk. A bizo-
nyítás szintén a [14] könyvb®l származik.
3.4. tétel. Legyen M1,M2 két Riemann-sokaság, melyekre dimM1 ≤ dimM2, és
tekintsünk bennük egy-egy Pi ∈Mi pontot (i = 1, 2), lásd a 3.3. ábrát. Továbbá le-
gyen A : TP1M1 → TP2M2 egy skalárisszorzat-tartó lineáris leképezés. Válasszuk az
r sugarat olyan kicsinek, hogy az expP1
∣∣
B(0,r) leképezés beágyazás és az expP2
∣∣
B(0,r)
leképezés nem szinguláris. Tekintsünk egy c1 : [a, b] → expP1(B(0, r)) görbét, és
azt a c̃ : [a, b] → B(0, r) (egyértelm¶) görbét, melyre expP1 c̃(t) = c1(t). Ekkor a
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3.3. ábra.
c2 : [a, b]→ expP2(B(0, r)) görbét a c2(t) = expP2(A(c̃(t))) formulával deniáljuk.
A Λ1 : [0, 1] × [a, b] → M szinguláris téglalap legyen a Λ1(s, t) = expP1(sc̃(t)) le-
képezés. Végül tegyük fel, hogy K1(σ1) ≤ K2(σ2) fennáll minden σ2 < TM2 és




∣∣ s ∈ [0, 1], t ∈ [a, b] és dim imT(s,t)Λ1 = 2} .
Ekkor `(c1) ≥ `(c2).
Bizonyítás. Egy rögzített t0 ∈ [a, b] számra a Λ1-hez rendelt Jt0(s) = ∂2Λ1(s, t0)
variációs vektormez® az a γt0(s) = expP1(sc̃(t0)) geodetikus menti Jacobi-mez®,











Így J ′t0(0) = c̃
′(t0).
Hasonlóan a Λ2(s, t) = expP2(A(sc̃(t))) szinguláris téglalaphoz is tartozik egy
It0 Jacobi-mez®, melyre It0(1) = c
′
2(t0), és
I ′t0(0) = (A(c̃(t0)))
′ = A(c̃′(t0)).
Mivel A izometria,
‖J ′t0(0)‖ = ‖c̃
′(t0)‖ = ‖A(c̃′(t0))‖ = ‖I ′t0(0)‖.
Ekkor a 3.3. tétel szerint ‖Jt0(1)‖ ≥ ‖It0(1)‖, azaz ‖c′1(t0)‖ ≥ ‖c′2(t0)‖. Mivel
t0 ∈ [a, b] tetsz®leges volt, minden t ∈ [a, b]-re igaz, hogy ‖c′1(t)‖ ≥ ‖c′2(t)‖, amit
integrálva kapjuk a bizonyítandó tétel állítását.
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3.3. Egy lemma
Rauch tételének alkalmazásához szükségünk lesz a következ®, a 3.4. tételben sze-
repl® SP (c) halmazról szóló lemmára is.
3.5. lemma. Egy σ < TPM sík bármely U ⊆ Gr2(TM) környezetéhez van olyan
pozitív ρ szám, melyre igaz, hogy bármely r < ρ sugárra a ∆(P, σ, r) minden ABC
háromszögére fennáll, hogy SP (γAC) ⊆ U .
Bár a lemma bizonyítása eléggé technikai jelleg¶, óvatosnak kell lenni, mert
a lemma nem igaz, ha a γAC geodetikust egy tetsz®leges A-t és C-t a B(P, ρ)
gömbben összeköt® görbére cseréljük.
Bizonyítás. Legyen ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : V → Rn egy normális koordináta-rendszer
P körül. Egy Q ∈ V pont ϕ-nél vett ϕ(Q) képére a Qϕ jelölést fogjuk használ-
ni. Jelölje (gij)ni,j=1 a Riemann-metrika mátrixát, és Γ
k
ij a ϕ térképhez tartozó
Christoel-szimbólumokat. Mivel ϕ normális koordináta-rendszer, gij(P ) = δij és
Γkij(P ) = 0. Bármely ε > 0-ra, mondjuk ε =
1
2




I = (1− ε)I < g(Q) < (1 + ε)I = 3
2
I és
∣∣Γijk(Q)∣∣ < ε = 12 (3.6)
minden 1 ≤ i, j, k ≤ n indexre és Q ∈ B(P, δ) pontra, ahol A és B n × n-es
mátrixok esetén az A < B azt jelenti, hogy (B − A) pozitív denit.
Tekintsünk egy γ : [0, T ] → B(P, δ) természetes paraméterezés¶ geodetikust.









(t) · γk ′(t) = 0.











(τ) · γk ′(τ) dτ. (3.7)






i′2(t) ≤ ‖γ′(t)‖ = 1 a (3.6)
szerint,








2 dτ = n2t. (3.8)
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A (3.8) egyenl®tlenség felhasználásával kapjuk, hogy









∣∣∣γi′(τ)− γi′(0)∣∣∣ dτ ≤ 1
2
n2t2.
Ebb®l az egyenl®tlenségb®l kapunk egy fels® becslést a γ görbe ϕ-nél vett γϕ
képe és a t 7→ γϕ(0) + tγϕ′(0) (t ∈ [0, T ]) lineáris görbe eltérésére az euklideszi
normában (amit szintén ‖·‖ jellel jelölünk)∥∥γϕ(t)− (γϕ(0) + tγϕ′(0))∥∥ ≤ 1
2
n5/2t2. (3.9)





. Egy r < ρ-ra vegyünk egy ABC
háromszöget a ∆(P, σ, r) halmazból. Ha a γAC geodetikusra és t = T = d(A,C)-
re alkalmazzuk a (3.9) egyenl®tlenséget, azt kapjuk, hogy∥∥Cϕ − (Aϕ + TγϕAC ′(0))∥∥ ≤ 12n5/2T 2,
és így ∥∥∥∥γϕAC ′(0)− Cϕ − AϕT
∥∥∥∥ ≤ 12n5/2T. (3.10)
A (3.9) és a (3.10) becslésekb®l∥∥∥∥γϕAC(t)− (Aϕ + tCϕ − AϕT
)∥∥∥∥ ≤ n5/2T 2. (3.11)
A (3.8) egyenl®tlenségb®l következik, hogy
∥∥γϕAC ′(t)− γϕAC ′(0)∥∥ ≤ n5/2t, ami a
(3.10) egyenl®tlenséggel azt adja, hogy∥∥∥∥γϕAC ′(t)− Cϕ − AϕT
∥∥∥∥ ≤ 32n5/2T. (3.12)










































n5/2T 2 ≤ ‖Cϕ −Bϕ‖ . (3.14)
Thalész tétele szerint az AϕCϕBϕ szög derékszög, és így az AϕCϕPϕ három-







∥∥∥∥Aϕ + tCϕ − AϕT
∥∥∥∥ . (3.15)





n5/2T 2 ≤ ‖γϕAC(t)‖ .














′(t)), Tsγ̃AC(t) expP (γ̃AC(t))
}
,
ahol s ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ] és dim imT(s,t)Λ = 2. Ahogy ρ 0-hoz tart, sγ̃AC(t) egyen-
letesen tart az azonosan 0 függvényhez, így Tsγ̃AC(t) expP tart T0 expP -hez, ami a






közel van σ-hoz. A normális koordinátákra áttér-






∈ P(Rn∧Rn) közel van [Cϕ ∧ Aϕ] ∈ P(Rn∧Rn)-













átméretezett vektorokkal fogjuk reprezentálni
(0 ≤ t ≤ T ). Ezeknek az átméretezéseknek az az el®nye, hogy 0-tól el van-
nak határolva, ha ρ elég kicsi. Valóban, ha α jelöli az AϕPϕCϕ szöget, akkor
BϕPϕCϕ∠ = π − α. Mivel t ∈ [0, T ]-re γAC(t) ∈ B(P, r), így ‖γϕAC(t)‖ ≤ r. Ezt
és az r < T < 2r, majd a (3.13) és (3.14) egyenl®tlenségeket használva∥∥∥∥ Cϕ ∧ AϕT ‖γϕAC(t)‖














































ha 2ρ(> T ) elég kicsi.
55
A (3.12) és a (3.16) egyenl®tlenségek segítségével fels® becslést tudunk adni a


















































Mivel ez a fels® korlát 0-hoz tart, ha 2ρ(> T ) tart 0-hoz, a lemmát bebizonyítot-
tuk.
3.4. F® eredmények három gömbre
Most már bebizonyíthatjuk, hogy a KP=3 tulajdonságból következik, hogy a tér
állandó görbület¶.
3.6. tétel ([21]). Ha az M Riemann-sokaságon a kis háromszögek minimális
fed®sugara csak a háromszögek oldalhosszaitól függ, akkor M állandó szekcioná-
lis görbület¶. Speciálisan minden KP=3 tulajdonságú sokaság állandó szekcionális
görbület¶.
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy van két σ < TPM és σ′ < TP ′M sík, melyekre
K(σ) 6= K(σ′). Legyen κ = K(σ) és κ′ = K(σ′), feltehet®, hogy κ < κ′. Le-
gyen κ1 = 2κ+κ
′
3
és κ2 = κ+2κ
′
3
. Válasszunk a σ körül egy olyan U környezetet
Gr2(TM)-ben, melyre K(σ̃) < κ1 fennáll minden σ̃ ∈ U -ra. A 3.5. lemma sze-
rint választhatjuk ρ-t úgy, hogy SP (γAC) ⊆ U teljesüljön minden r < ρ esetén a
∆(P, σ, r)-beli ABC háromszögekre. Minden ρ′ > 0 számra az expP ′(σ
′∩B(0, ρ′))
felület P ′-beli szekcionális görbülete κ′. Mivel a szekcionális görbület egy folyto-
nos függvény ezen a felületen, a ρ′-t megválaszthatjuk úgy, hogy a felületnek a
szekcionális görbülete mindenütt nagyobb legyen, mint κ2. Ekkor rögzítsünk egy






Válasszunk ABC és A′B′C ′ háromszögeket a ∆(P, σ, r), illetve a ∆(P ′, σ′, r)
halmazokból. Legyen a = d(A,C) = d(B,C) és a′ = d(A′, C ′) = d(B′, C ′). Az
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a célunk, hogy megmutassuk, hogy a > a′, ami ellentmond a 3.2. állításnak.
Tekintsünk még i = 1, 2-re az összefügg®, egyszeresen összefügg®, állandó κi gör-
bület¶ Mκi sokaságokon egy-egy tetsz®leges Pi ∈ Mκi pontot és σi < TPiMκi
síkot. Vegyünk egy-egy AiBiCi háromszöget a ∆(Pi, σi, r) halmazokból, és legyen
ai = d(Ai, Ci) = d(Bi, Ci) i = 1, 2-re. Mivel κ1 < κ2, tudjuk, hogy a1 > a2.
Tegyük fel, hogy az APC szög legalább π
2



















1∠ = APC∠. AzM
és azMκ1 sokaságokra és a c1 = γ
M
AC görbére alkalmazhatjuk a 3.4. tételt, mivel az
r választása szerint a görbületi feltétel teljesül. Ekkor az Mκ1 sokaságon kapunk
egy A′1-t és C
′
1-t összeköt® c2 görbét, melyre a = d
M(A,C) = ` (c1) ≥ ` (c2).
Nyilvánvaló, hogy ` (c2) ≥ dMκ1 (A′1, C ′1). Mivel A′1P ′1C ′1∠ ≥ π2 = A1P1C1∠, az
ollótétel szerint dMκ1 (A′1, C
′
1) ≥ dMκ1 (A1, C1) = a1. Ezekb®l azt kapjuk, hogy
a ≥ a1.
Most tekintsük azN ′ = expP ′(σ
′∩B(0, ρ)) és azNκ2 = expP2(σ2∩B(0, ρ)) rész-
sokaságokat. Tegyük fel, hogy az A′P ′C ′ szög legfeljebb π
2





















Az Nκ2 és N





görbére alkalmazva a 3.4. tételt, azt
kapjuk, hogy dNκ2 (A′2, C
′
2) = ` (c1) ≥ ` (c2) fennáll valamilyen A′-t és C ′-t N ′-ben
összeköt® c2 görbére. Tudjuk, hogy ` (c2) ≥ dN
′
(A′, C ′) ≥ dM(A′, C ′) = a′. Az
Nκ2 részsokaság egy sík exponenciális leképezésnél vett képe egy állandó görbü-















így az ollótétel adja, hogy a2 = dMκ2 (A2, C2) ≥ dMκ2 (A′2, C ′2). Tehát azt kaptuk,
hogy a2 ≥ a′.
Az egyenl®tlenségeinket összef¶zve a ≥ a1 > a2 ≥ a′, azaz a > a′, ami
ellentmond a 3.2. állításnak.
A 2.14. globális tétel segítségével a 3.6. tételb®l is kaphatunk egy globális
tételt.
3.7. tétel ([21]). Tegyük fel, hogy M egy összefügg®, teljes KP=3 tulajdonságú
sokaság. Ekkor M egyszeresen összefügg® állandó görbület¶ tér.
Bizonyítás. A 3.6. és a 2.14. tételek szerint elég csak azt bizonyítani, hogy az RPnκ
nem rendelkezik a KP=3 tulajdonsággal. Habár a [23] cikkben van egy bizonyítás
erre, adunk egy egyszer¶bbet. Az egyszer¶ség kedvéért feltesszük, hogy κ = 1.
Tekintsük az A1, B1, C1 pontokat Sn egy f®körén 2π3 páronkénti távolságokkal, és












2 ∈ RPn az el®bbi pontok képei az Sn → RPn fakto-

























2 háromszögé kisebb, mint
π
3
. Így a 3.1. állítás szerint
az RPn sokaság nem rendelkezik a KP=3 tulajdonsággal.
3.8. megjegyzés. Egy egyszeresen összefügg®, állandó κ görbület¶ sokaságon
kiszámolhatjuk a 3.2. állításban szerepl® â(r) függvényt. Állandó görbület¶ soka-
ságon az APC és a CPB szögek a szimmetria miatt egyenl®ek, így a nagyságuk
π
2
. Ekkor a koszinusztétel szerint:
κ = 0 esetén â(r) =
√
2r,






























Bár ezekb®l a κ értékét közvetlenül nem tudjuk kifejezni, tudjuk, hogy az â függ-





Ebben a kiegészítésben a D'Atri-terekr®l szóló 1.13. tételben szerepl® els® három
állítás ekvivalenciáját bizonyítjuk be (mivel csak ezt használtuk). A bizonyítás
a [32] cikkb®l származik (a szükséges egyéb ismeretek a [3] könyvben szerepelnek).
Egy függvényt kétpontfüggvénynek nevezünk, ha egy M Riemann-sokaság
∆(M × M) = {(P, P ) | P ∈ M} átlójának egy nyílt környezetén van deni-
álva (esetleg csak a ∆(M ×M) átlón kívül). Egy f kétpontfüggvény esetében fP
jelöli a Q 7→ f(P,Q), míg fQ jelöli a P 7→ f(P,Q) függvényt. A már beveze-
tett hP függvény (a P középpontú kis geodetikus gömbfelületek középgörbületi
függvénye) is így származik a h(P,Q) = hP (Q) kétpontfüggvényb®l.
Egy f kétpontfüggvény szimmetrikus, ha f(P,Q) = f(Q,P ). Bal centrálisan
szimmetrikusnak mondjuk, ha f(P, expP (v)) = f(P, expP (−v)) minden elég kicsi
v ∈ TPM érint®vektorra. Hasonlóan deniáljuk a jobb centrálisan szimmetrikus
tulajdonságot. Szimmetrikus kétpontfüggvény esetén a jobb és a bal centrális
szimmetria ekvivalens, ekkor a függvényt egyszer¶en csak centrálisan szimmetri-
kusnak nevezzük.







formulával. Mivel ez az fP függvénynek a dP sima (analitikus) függvény gradiense
szerinti deriváltja (ahol d a távolságfüggvény), sima (analitikus) f esetén az f ′
kétpontfüggvény is sima (analitikus).
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4.1. lemma. Legyen M egy analitikus sokaság, és rajta f egy analitikus, átlón
is értelmezett kétpontfüggvény, mely szimmetrikus és centrálisan szimmetrikus.
Ekkor f ′ szimmetrikus.
Bizonyítás. Rögzítsünk egy természetes paraméterezés¶ γ geodetikust. Ekkor te-
kintsük a
ϕs(t) = f(γ(t), γ(s))− f(γ(0), γ(s− t))
függvényt. Ha f analitikus, akkor ϕs valós analitikus egy (s− ε, s+ ε) intervallu-






















































Így s torlódási pontja a ϕs nullhelyeinek, amib®l az analitikusság miatt követke-
zik, hogy ϕs(t) = 0 minden t ∈ (s−ε, s+ε)-ra. Ezért f(γ(t1), γ(t2)) = ψγ(t2− t1)









ami hasonlóan egyenl® f ′(Q,P )-vel (mivel ψγPQ = ψγQP ), azaz f
′ valóban szim-
metrikus.
4.2. lemma. Ha f egy olyan szimmetrikus kétpontfüggvény, melyre f ′ is szim-
metrikus, akkor f centrálisan szimmetrikus.
Bizonyítás. Az f függvény centrális szimmetriájához elegend® azt belátni, hogy
minden γ természetes paraméterezés¶ geodetikus és elég kicsi τ esetén
f(γ(t), γ(t+ τ)) = f(γ(t), γ(t− τ)),












ha |t1 − t2| < ε és t1 6= t2. A ϕ(t1, t2) = f(γ(t1), γ(t2)) jelöléssel
∂2ϕ(t1, t2) = −∂2ϕ(t2, t1).
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Mivel a ϕ függvény szimmetrikus,
∂2ϕ(t1, t2) + ∂1ϕ(t1, t2) = 0,
azaz a ϕ függvény (1, 1) irányú deriváltja nulla, így ebben az irányban konstans.
Ezt és ϕ szimmetriáját használva kapjuk, hogy
ϕ(t, t+ τ) = ϕ(t− τ, t) = ϕ(t, t− τ),
ami éppen a bizonyítandó állítás.
4.3. lemma. Egy f átlón is értelmezett kétpontfüggvény pontosan akkor bal cent-
rálisan szimmetrikus, ha f ′ bal centrálisan szimmetrikus.
Bizonyítás. Egy γ természetes paraméterezés¶ geodetikus esetén legyen
ϕγ(t) = f(γ(0), γ(t))− f(γ(0), γ(0)).
Ekkor
f ′(γ(0), γ(s)) = ϕ′γ(s).
Így f pontosan akkor bal centrálisan szimmetrikus, ha minden γ geodetikusra
ϕγ(t) = ϕγ(−t) ∀t 6= 0, (4.1)
míg f ′ pontosan akkor bal centrálisan szimmetrikus, ha
ϕ′γ(s) = −ϕ′γ(−s) ∀s 6= 0. (4.2)
A ϕγ(t) 0-hoz tart, ha t 0-hoz tart, így a (4.1) és a (4.2) egyenlet ekvivalens.
A kit¶zött célhoz kapcsolatot kell találnunk a sokaság térfogati formája és a
kis gömbfelületek középgörbülete között ([3]).
Tekintsük a P,Q ∈ M közeli pontokat, és az ®ket összeköt® γPQ geodeti-
kust. Válasszunk E1, . . . , En−1 γPQ menti párhuzamos vektormez®ket úgy, hogy
az E1(t), . . . , En−1(t), En(t) = γ′PQ(t) érint®vektorok ortonormált bázist alkossa-
nak minden t ∈ [0, d(P,Q)]-ra. Ekkor a 2.5. szakaszban bevezetett J(r, t) mátrix-
függvény segítségével deniáljuk a Θ kétpontfüggvényt az átlón kívül:
Θ(P,Q) = d(P,Q)−(n−1) det(J(0, d(P,Q))).
A (2.13) egyenlet szerint Θ szimmetrikus függvény.
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Legyen Ji az a γPQ menti Jacobi-mez®, melyre Ji(0) = 0 és J ′i(0) = Ei(0)
i = 1, . . . , n − 1-re. A Ji(d(P,Q))/d(P,Q) vektor az expP leképezés exp−1P (Q)
pontbeli J ′i(0) irányú deriváltja a szokásos azonosítások mellett. A γ
′
PQ irányban











érint®vektorok tetsz®leges ortonormált rendszerben felírt determinánsa adja meg
a Riemann-metrika µ térfogati formájának és a TPM -en értelmezett λ Lebesgue-
mérték expP által indukált térfogati formájának az arányát.
Ha a fenti érint®vektorokat az E1(d(P,Q)), . . . , En(d(P,Q)) bázisban írjuk fel,
akkor a mátrixuknak a fels® (n−1)×(n−1)-es részmátrixa éppen a J(0, d(P,Q))
mátrix 1/d(P,Q)-szerese, az n-edik sorának n-edik eleme 1, a többi eleme pedig
0 (mivel γ′PQ(d(P,Q))-nak a koordinátái ebben a bázisban (0, . . . , 0, 1), és a Ji






Ez a formula mutatja, hogy a Θ függvényt az átlóra 1-gyel sima módon kiter-
jeszthetjük (analitikus sokaságon analitikusan is). Továbbá azt is látjuk, hogy a
Θ függvény pontosan akkor centrálisan szimmetrikus, ha a sokaságban a lokális
geodetikus szimmetriák térfogattartóak, ami a D'Atri-terek deníciója.
Egy rögzített γ természetes paraméterezés¶ geodetikus esetén tekintsük a
Θ̃(t) = Θ(γ(0), γ(t)) függvényt. Ekkor a
tn−1Θ̃(t) = det(J(0, t))
egyenletet deriválva kapjuk, hogy
(n− 1)tn−2Θ̃(t) + tn−1Θ̃′(t) = tr(∂2J(0, t)J(0, t)−1) det(J(0, t)).










= (log Θ)′(γ(0), γ(t))
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és a
tr(−L(−t, t)) = (n− 1)h(γ(0), γ(t))
azonosságok segítségével a (4.3) egyenlet
n− 1
t
+ (log Θ)′(γ(0), γ(t)) = (n− 1)h(γ(0), γ(t)).
Mivel a γ geodetikus tetsz®leges volt, így minden elég közeli P,Q ∈M pontra
n− 1
d(P,Q)
+ (log Θ)′(P,Q) = (n− 1)h(P,Q). (4.4)
Most már könnyedén be tudjuk bizonyítani a következ® tételt, mely a dení-
ciókat alkalmazva az 1.13. tétel megfelel® része.
4.4. tétel ([32]). Egy analitikus Riemann-sokaságra ekvivalensek a következ® ál-
lítások.
(i) Θ centrálisan szimmetrikus;
(ii) h szimmetrikus;
(iii) h bal centrálisan szimmetrikus.
Bizonyítás. (i)⇒(ii). Ha fennáll az (i) feltétel, akkor a log Θ is centrálisan szim-
metrikus. Mivel a log Θ mindig szimmetrikus, a 4.1. lemma szerint (log Θ)′ is
szimmetrikus, ami a (4.4) egyenlettel adja h szimmetriáját.
(i)⇒(iii). A log Θ centrális szimmetriájából a 4.3. lemma szerint következik,
hogy (log Θ)′ bal centrálisan szimmetrikus, amib®l a (4.4) egyenlet adja ugyanezt
a h függvényre.
(ii)⇒(i). Ha a (ii) fennáll, akkor a (4.4) egyenlet szerint (log Θ)′ szimmetrikus,
továbbá tudjuk, hogy log Θ is szimmetrikus. Ekkor a 4.2. lemma szerint log Θ, és
így Θ is centrálisan szimmetrikus.
(iii)⇒(i). Ha a (iii) áll fenn, akkor a (4.4) egyenlet szerint (log Θ)′ bal centráli-
san szimmetrikus, amib®l a 4.3. lemma szerint log Θ bal centrálisan szimmetrikus,
amib®l már következik (i).
63
Jelölések
B(P, r) P középpontú, r sugarú (tömör) nyílt gömb
B(P, r) P középpontú, r sugarú (tömör) zárt gömb
d(P,Q) P és Q pontok (geodetikus) távolsága
dM(P,Q) P és Q pontok geodetikus távolsága az M sokaságban
∂ϕi ϕ térképhez tartozó i-edik standard bázismez®
(∂ϕi = (Tϕ)
−1(∂i))
Gr(k, V ) V vektortér k dimenziós altereinek Grassmann-sokasága
Grk(TM) M érint®tereinek k-adik Grassmann-sokaságainak nyalábja
γPQ P -t és Q-t összeköt® természetes paraméterezés¶ minimálgeodetikus
(γPQ(0) = P és γPQ(d(P,Q)) = Q)
γMPQ az M sokaságban tekintett γPQ (ha ez nem egyértelm¶)
Γkij Christoel-szimbólumok
hP (Q) P középpontú, Q-n átmen® geodetikus gömb középgörbülete
a Q pontban
I egységmátrix
`(c) c görbe ívhossza
K(σ) σ síkállás szekcionális görbülete
Πγ γ geodetikus menti párhuzamos eltolás
R(X, Y )Z görbületi tenzor
Rx x érint®vektorhoz tartozó Jacobi-operátor
r(P ) P pont azon környezetének sugara, mely geodetikusan konvex
(részletesen lásd a 3.1. szakaszban)
Σ(P, r) P középpontú, r sugarú gömbfelület
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span{v1, . . . ,vk} v1, . . . ,vk vektorok által kifeszített lineáris altér
Voln n dimenziós térfogat
X(M) M -en értelmezett sima vektormez®k tere
ωn−1 az n dimenziós euklideszi térben fekv® egységgömbfelület
(n− 1) dimenziós térfogata
〈v,w〉 v és a w érint®vektorok Riemann-metrika szerinti skaláris
szorzata
‖v‖ v érint®vektor Riemann-metrika szerinti normája
[P,Q] γPQ képe a sokaságban
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Összefoglalás
Az értekezés témájának az ötletét a KneserPoulsen-sejtés adta, mely szerint ha
euklideszi egybevágó gömböket úgy rendezünk át, hogy a középpontjaik távolsá-
ga nem n®, akkor az uniójuk térfogata sem n®het. Ez a sejtés mindmáig nincs
bebizonyítva teljesen, bár sok részeredmény ismert. Ezekb®l az eredményekb®l
úgy t¶nik, hogy a sejtés igaz különböz® sugarú gömbökre is, továbbá a gömbi és
a hiperbolikus terekben is. Ezért természetesen merül fel a kérdés, hogy esetleg
igaz lehet-e még általánosabb Riemann-sokaságokon.
Ha egy Riemann-sokaságon igaz a sejtés, akkor bármely k gömb uniójának a
térfogata csak a gömbök sugarától és a középpontjaik távolságaitól függ. Ha ez
igaz, akkor a szita formula szerint hasonló állítás igaz a k gömb metszetére is. Ez
utóbbi tulajdonságot nevezzük KP=k , illetve KPk tulajdonságnak, aszerint, hogy
megköveteljük-e, hogy a gömbök azonos sugarúak legyenek, vagy sem.
Szabó I. Zoltán megmutatta, hogy az összefügg®, egyszeresen összefügg®, teljes
harmonikus terek rendelkeznek a KP2 tulajdonsággal. Bebizonyítottuk, hogy ez
visszafelé is igaz még a gyengébb KP=2 tulajdonsággal is, azaz ha egy összefügg®,
egyszeresen összefügg®, teljes Riemann-sokaság rendelkezik a KP=2 tulajdonság-
gal, akkor harmonikus.
Csikós Balázs és Kunszenti-Kovács Dávid megmutatta, hogy ha egy összefüg-
g®, teljes Riemann-sokaság rendelkezik a KP3 tulajdonsággal, akkor az az egy-
szeresen összefügg® állandó görbület¶ terek egyike. Bebizonyítottuk, hogy ehhez
elegend® csak a KP=3 tulajdonságot megkövetelni. Ebb®l következik, hogy még




The motivation of this dissertation was the KneserPoulsen conjecture, which
claims that if some congruent balls of the Euclidean space are rearranged in such
a way that the distances between the centers do not increase, then the volume
of the union of the balls does not increase. Though there is no complete proof
of this conjecture, many partial results are known. Based on these results, the
conjecture seems to be true also for non-congruent balls, and also in the spherical
and hyperbolic spaces. Thus, it is natural to ask whether the conjecture can be
true in Riemannian manifolds more general than the constant curvature spaces.
If the conjecture is true in a Riemannian manifold, then the volume of the
union of k geodesic balls can depend only on the distances between the centers
and the radii of the balls. By the inclusion-exclusion principle, an analogous claim
is true for the intersection of k balls. Call the latter property the KP=k or KPk
property depending on whether the balls are supposed to be congruent or not.
Z. I. Szabó showed that the connected simply connected and complete har-
monic manifolds have the KP2 property. We proved that the other direction also
true with the weaker KP=2 property, that is, if a connected, simply connected,
and complete Riemannian manifold has the KP=2 property, then it is harmonic.
B. Csikós and D. Kunszenti-Kovács showed that if a connected simply con-
nected and complete Riemannian manifold has the KP3 property, then it is one
of the simply connected spaces of constant curvature. We proved that it is enough
to suppose the KP=3 property for this claim. Thus, the original KneserPoulsen
conjecture cannot be generalized for spaces of non-constant curvature.
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